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I. 



Dans son Mémoire sur les groupes kleinéens, M. Poincaré in(li({ue la for- 
mation de groupes de substitutions à trois variables, analogues aux groupes 
fuchsiens. On est naturellement conduit à chercher des fonctions satisfai- 
sant à Téquation A V = o et subissant des transformations simples quand on 
y soumet les variables aux substitutions de ces groupes. iNous désignerons 
la conjuguée d'une quantité imaginaire par la lettre qui désigne celU* (|nan- 
tité affectée de Tindice o. Posons 



// = j' -h V ^^ — I , ix:=z au -h h^ A -r eu h- d^ 



• I 



a, />, c, d étant quatre nombres complexes satisfaisant à Téquation 

bc — ad:=^\; 

l'expression générale d'une substitution transformant en lui-même le plan 



• * • ' 

• • • 

• " • • 









* • • 
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• 



• • 



• •• • 



• • •• 

• • • 



'.-.. . 



• • 



• • • 



des xy est 



.•/% .• / w 



I IJ-lJ-o -»- ««0 -* 



IJLfXoH- ctaoZ* 



Les substitutions de cette forme dans lesquelles a, Z>, c, d sont des entiers 
complexes, c'est-à-dire des quantités dans lesquelles la partie réelle et le 
multiplicateur de i sont entiers, constituent un groupe important étudié par 
M. Poincaré et par M. Picard. Je m'occuperai d'abord de celui-ci. 

Soit S, une quelconque des substitutions de ce groupe. Posons 



'•/=V^/^/f^/o-^-«/«'io-S 



n 






^/ 



rnli ..î/i + i 



I 



fi 






r 



9nki— z:^^rri ' 



» 



Os fonctions satisfont à l'équation AV = o. Pour le démontrer, je décom- 
pose la fonction ^nki ^^ éléments simples. On a 





'•} 


= F' 


(«I0«0 


-H^io)4-«i 


r^iO^S 










M, fi/ 


-h aiz^ 


«10 


f^i- 


J 






\^T 




-bu 


)M'\- 


= 2CJ(-: 


l/' 


"lO 


K' 


-k-\-h 




'i 



^nki — 

A-0 



OÙ Cj désigne le nombre des combinaisons de k objets h à h. Les numéra- 
teurs des diverses fractions qui forment le second membre ne contiennent 
que X et y et satisfont évidemment à l'équation 
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OU, ce qui revient au même, à 



d^y d^\ d*\ 



^n-k+h çgj^ ^^^ fonction homogène, de degré n ^ k -h h^ de x -\ — — ^— ^ 

^^d^ M^ozi^^, et Ton a 

tn-±k^ih^i est donc, par rapport a ar h ^> y H ^^ î— ^ » z, 

une fonction V„ à indice négatif. 
Je dis maintenant que la série 



2u ?'»*^» 

où la somme est étendue à toutes les substitutions du groupe, est conver- 
gente pour n^/\. En effet, on a évidemment 



par suite 



mod/jL/< r/, mod(a/5) < r, * 
mod(MoH«^- ^/^') < modwo modfjL/-j- moda/5', 

(modwo+ mods)* 



mod9«A,< 






Or on a 



mod'(ai« -I- bi) > (mod6,— mod^modai)', 
r/> v^mod*6/ — 2 mo6 bi inod a iiiiodu -h mod*ai(mod*M -h inod*^); 

en écrivant que la moyenne géométrique est plus petite que la movonne 
arithmétique, on a 



mod*6/-H mod*a/(mod- w -h mod'>s) > 2v^mod*« h- mod*3 modbi mod^/, 



ri > >. \/moi\bimo(ï ai^ 

\ désignant une quantité positive indépendante de i. 11 suffit donc de 

I 



A. 8 X. STOUFF. 

prouvor la convergence de la série 



2 



I 



(mod^i motlrt/) * 



Considérons d'abord les substitutions où a, a la même valeur; dans la 
série précédente, Tensemble des termes qui correspondent à ces substitutions 
peut s(» mettre sous la forme 

I 



1 y 



rt+1 



(moda/) * (mod^y) ' 

Formons un premier groupe des termes où la partie réelle et la partie 
imaginaire de bj sont moindres que 2, un second groupe de ceux où ces 
diuix (juantités ne sont pas inférieures à 2 et sont moindres que 2*, ... ; les 
sommes des termes des différents groupes sont respectivement moindres 
que 



(moda,) * I * (moda/) * 2 * 



• • ■ • 



Nous voyons que ces derniers termes forment une progression géomé- 

j_rt+_i 
trique dont la raison est 2 * ; elle est convergente si 



« -hi ^ 

-— >2, 

et, comme n est entier, si n est ^/|. La somme des termes où a, a la même 
valeur est, par suite, moindre que 



(moda/) * 

ne dépendant que de n. Le même procédé montre que, pour n^4? 





1 






est convergente. Nous en concluons que 

représente une fonction de x^ y, z satisfaisant à Téqualion AV = o. Nous la 
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roprosenterons par 

Soit Sj iino substitution quelconque du groupe, et 

S, Sy est la substitution obtenue en remplaçant dans S/ les valeurs de x, y^ z 
par les expressions que fournit la substitution Sj. 
( )n a 

\r-i}^j — *«/■ 7 "+- Oi — ) 

,g __ fx^lJ.jo-i-a^z^aj^ __ (uoix^-ha^z^)aj^-^ix^bf^ ^ 

La relation 
peut s'écrin» 

fXyCy— Xyay=l. 

On voit donc (jue la substitution Sy transforme uu^-h z^ en 

^h Fyo -^ ^y ^yo ^' ) ( ^ 7o Fy -^ ^yo ^y ^M + ( f^y Cj — h «y) ( F yo gyo — ^yo ^y ) ^' 

(f^yf^yoH-«y«yo-')' 

ou, en réduisant et en supprimant le facteur (/.y(jLyo -h ajaj^z^ commun aux 
deux membres, 

Fy/^yo-»-«y«yo-*' 
mais 

Olte quantité se transforme donc en 

ftyfXy„4-ayflryo5« 

ou 

P-J f^y -^ajGjQZ^ ;xy [iJQ -^ajUj^z- 



Enfin des calculs analogues montrent que Sy transforme r, en -^- Par suite, 

''y 

IV. — Fac. de T. A. 2 
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?nA/ devient 






Posons 

Jnkm— 2^ y^n-k^k ^jo^jo "jo^jo ' 



nous aurons 



( ?/i A/) Sy — Ty ^ S.jnkm 9nmg' 



m=o 



Si l'on fait varier i* de manière à obtenir pour S, une fois et une seule 
chaque substitution du groupe, S^ reproduit aussi une fois et une siuili* 
chaque substitution de ce groupe, et, en ajoutant membre à membre tontes 
les équations en nombre infini ainsi obtenues, il vient 



m = n 



(^/iXr) Sy — 'V ^ ^jnkm'^nin» 



m — 



On voit que les /n- i fonctions Tjnk (A' = o, i , . . ., //) deviennent, lors- 
qu'on y fait la substitution Sy, abstraction faite du facteur /y, des fonctions 
linéaires homogènes de leurs valeurs primitives. C'est à de pareilles fonc- 
tions que M. Poincaré a donné le nom de fonctions zêtafuchsicnnrs. On 
sait, d'ailleurs, que ce géomètre a appelé fonction thétafuchsiennCj une 
fonction 6(3), telle que 



K?^0=^'''--"°^^-^"*^^-"^- 



Notre système zctafuchsien, obtenu dans le cas de trois variables, oflVe 
une analogie complète avec le système 

0(5), Z%{Z), ..., 5«e(^). 

IL 

Les groupes de substitutions à trois variables qui laissent invariables le 
plan des xy^ transformés par une substitution convenable, laisseront inva- 
riable une sphère de rayon 1 ayant pour centre l'origine. Nous nomme- 
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rons cette sphère sphère fondante nlale.\oic\ d'abord l'expression générale 
des substitutions qui ne changent pas la sphère fondamentale. 

Soient a, />, c, rf, a', 6', c', d' huit nombres réels satisfaisant à l'équation 

aa' -h bb' H- ce' -h dd' ^= o. 

Soient .r, y, :; les trois coordonnées d'un point, et 

X 3r ba: •+■ dy -^ cz — a' , 
Y :=. — ax -^ cy — dz — b'y 
Z = dx — by — az — c', 
U := — ex — ay -\- bz — d'; 

X' = b'œ -+- d'y -h c'z-^- a, 
Y' = — a'x H- c'y — d'z -h b, 
Z' = d'x — ^'^ -— a'z -h c, 
U' =— r'or — rt'y -h ^^'5 -h d. 

I^a substitution aura pour expression 

XY'-YX-ZU-hUZ' 



in 



X» 


+ Y* 


+ Z« + 


u« 


xu- 


-YZ' 


+ ZY- 


-UX' 


X- 


+ Y* 


-l-Z'-(- 


u» 


XZ'+ 


YL" 


- ZX- 


UY' 



> 



y in 



^ ''^ X»4-Y«-+-Z*-hL'* 

On vérifie aisément l'identité 
(i) XX'-^YY'-hZZ'-^rU'=o, 

et l'on voit, à l'aide de cette identité, que x' -hy^-h z^ se transforme en 

X»-hY*-hZ«-^U« ' 

Si, dans cette fraction, on développe le numérateur et le dénominateur et 
si l'on suppose x^-^-y'^ + z^ égîil à i, on voit qu'elle se réduit à l'unité. 
iNotre substitution laisse donc bien invariable la sphère de rayon qui a 
Torigine pour centre. Je me propose maintenant de former la substitution T 
produit d'une substitution donnée S par une autre substitution donnée S,. 



A. 12 x^ aven - 

\,--l\,-a\,-dZ - tt.. 
F,-- c\, - «n , - hZ,- é'IV 
<J.. = -<f\\ - i\ ,~ i,Z,— al . 

tPu U^^M^^^1 <ju*; V- \. Z, L «; tnuisforuieiit r«BpectJveiu«il »^u 



• 



S'>»»r«jt 



M - cf'V, -r- 0'\, - c'Z, - </ t ,. 
N -_ <»'X, - «V, - </'Z, - t't,. 
|> -: _ c-'X, H- rf' V, -- « Z, - <» t,. 
ij r- - «/'X, - c'V, -^ bZ, - al, 



\* , VM- Z" + C;» d*m.fflt 



^, l(M, + M)'+ (N, + N)»-,- (F, 4 F)' - (0. ^ 1' 



PoM/flK 



m; - «' X , -n- ^' V, T c'y;, - </' t , . 

y, o'\\ a' Y, -///;, ~ c'i ,. 

F, . - c'X', -t- rf' Y, - «'Z; ^'L,, 

y, :^ - t/'x; - C'Y; + 6'Z', - ^/t,. 
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A.l3 



X', Y', Z' se transforment en 



jji (M; X, + N', Y, + P', Z, + Q, U, + a RJ ), 



|(j(N".X. 



M',Y.-0',Z,+ P',U,+ 6RÎ). 



^(P'.X, + Q'.Y.-M'.Z,- N',U.+ cR»), 
^{Q',X,-P',Y.+ N',Z,-M',U,-hrfRJ). 



Posons aussi 



M- 


— aX, 


-f- 


6Y, 


-+-cZ, 


+ 


rfu,. 


N'- 


6X, 




a Y, 


rfZ, 


■+■ 


cU„ 


P- 


— cX, 


+ 


rfY. 


— aZi 




fru„ 


Q'- 


rfX, 




cY. 


-hW, 




«u„ 



X'2 ^ Y'^ H- Z'» -4- U'^ devient 

(m; - M')»4- (n; - N')«+ (p; - f)«^ (q; - q')«. 

Kniin, en formant, à Taide des résultats précédents, les expressions de ./;, 
y, z^ on trouve que les quantités X, Y, Z, U; X', Y', Z', U' relatives à la 
substitution T sont respectivement 

M, M- M, N|-+-N, Pi-^-P, Qi4-Q; M, -M', N'.-N', P, -P\ Q, -Q; 

les Imit entiers relatifs à cette même substitution s'expriment donc [)ar l(\s 
formules 



(2) 



A 

B : 
C =: 
I) - 
A'=: 
]V = 

C' = 



l/b\ -+- cc\ -\- (ld\ , 

— ab\ — (lc\ -f- cc(^ , 
-+- db\ — ac\ — bd^ , 

— cb\ -f- bc\ — ad\ , 



— a'ax 4- b'b^ -h c'c^ -H d'ci^ — aa 

— 6'a, — a'bx — d'Ci -+- c't/| — ba 

— c'a^-^ d'bi — a' Ci — b'd^ — ca 

— ^/'^i — c'ftj 4- b'Ci — rt'e/, — da 
aa^ — bbx — cc^ — cW, — a'a\ -+- b'b\ -f- c'c, H- ^'<ij, 
toi 4- «6, -+- dcx — c^i — b'a\ -+- a'^'j — (i'c, — cW,, 
ca, — é/6| -h ac, -f- 6rf, — c'a\ -\- d'b\ — a'c\ — b'd^ , 
rfaj 4- c^i — 6ci -f- ac^i — d!a\ — c'b\ -i- b'c\ — a'^', . 



Nous aurons encore besoin de la relation suivante; soit ^s un élément 



A.l4 X- fTOlTT. 

d'arc, s*' son Iransformé par une fïabsLitutian S. an a 

Nous «supposerons désormais^ ce qui est permis* 

cr'«-^ ^'«H- c'-H i/'*— €7*— «^— r=— <r= I . 

O^msidérons un groupe discontinu de ces substitutions, et déslpions 
jiar S/ une substitution quelconque du groupe. Soit 



K,zrv\?^V7^Zf^tf. 



\jà fonction ît » ^t par conséquent Tune quelconque de ses dérivées j>ar- 

tielles par rapport à a/, &/, C/, rf/, a)* &^, c)., d^ satisfait à l'équation AV = o 
Je dis que la série 



2 



? 



■.ri 



^àatàO'iâc] àd; àar àbf ôc,' ôd, 

est convergente pour /* ^ 5- 

En effet, M. Poincaré a indiqué^ dans son Mémoire sur les group^^s klei- 
néf:'ns, comment on peut partager la q>hère fondamentale en polyèdres [>ar 
des surfaces sphériques orthogonales à cette sphère, de sorte que chacun do 
cc^ jiolyèdres contienne un représentant de chaque point donné. Imajjrincm> 
dans rinti'rieur d'un de c^s polyèdres une petite sphère n'ayant aucun jxiinl 
commun avec la sphère fondamentale, et dont nous désignerons le volume 
par V; soit V^ le volume de la transformée de cette sphère par la substitu- 
tion S/. La somme de tous les v<^umes V^ est moindre que le volume de la 
sphère fondamentale, et par conséquent finie- La série 

2v,. 

t 

étendue a toutes les substitutions du grou[>e, est donc convergente. Or on a 

dz 



■■■=///"«? 



rintégration étant étendue à tous les points de la première sphère. Dési- 
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gnons par Ç/, yj,, ^i le point que la substitution S/ transforme dans le point 
infini. On a 

Le point (5/,yi,-,î^/) est extcricurà la sphère fondamentale. Soit (xo,jKo7-o) 
un point pris à Tintérieur de la petite sphère considérée. Il résulte de la 

forme précédente de R; que 

ê 

V désignant la plus petite, et p' la plus grande des normales communes à la 
petite sphère et à la sphère fondamentale; donc 

dx dy dz v^ C C C ^^ ^ï ^^ 



r r r dxdydz v^ f r f dxdy 

J J J ii> ^ ^'' J J J R?o 






Si donc la série 



2v, 



est convergente, la série 



V il -X. 

2à r'6 H« 



ou, puisque r, c^', V ne contiennent pas i, la série 

est convergente. La série V rr^ Test a fortiori pour n > (>. 

On reconnaît aisément, en formant les dérivées partielles successives 
de jT- par rapport à «/, &,, C/, . . ., qu'une dérivée d'ordre n a pour numéra- 
teur un polynôme de degré w, soit par rapport à ^, /, z entrant explicite- 
ment, soit par rapport à X,, Y,, Z,, U/, et pour dénominateur Rf ^*; cette 
dérivée peut donc se mettre sous la forme 



2A^^,,XfY7Z;Uî 



{p -^f/ -^ r -^s = 2n -h i), 



^^pqrs étant un polynôme en x, y^ z^ par suite indépendant de /. Or 
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Xf Y/Z^^UJ est évidemment moindre en valeur absolue que R". La vfileur 
absolue de la dérivée partielle considérée est donc moindre que 



Or, pour n -h i = 6j c'est-à-dire pour n ^ 5, la série 

est convergente. Il en est donc de même de la série que nous avons en vue. 
.\ous pouvons donc poser, sous cette condition, 

^ (if,) 

?a3Y5 a' 3' r 8' ^= 7^ Z ^ : z ^ > 

"TààtdbUclddlôaUbfôcJddf 

où o (lésifi^ne une fonction de a;, y, z satisfaisant à l'équation S^ = o. 
Or, si dans |y^ on fait la substitution Sy, Sy appartenant au groupe, -^ 

se transforme en p- > S„ désignant le produit S/Sy. (>n pourra donc posrr 

H/~H/ 

en sous-cntendant que dans le premier membre R, est exprimé en fonclion 
des nouvelles coordonnées, et dans le second Ry et R^ en fonction des an- 
ciennes. Prenons les dérivées partielles des deux membres, eu observant 
<|ue les coefficients de la substitution S^ sont des coefficients linéaires, ho- 
mogènes des coefficients de la substitution S,- données par les formules (2). 
Ou aura 



I 



'■(il) 



"> datdb^i de] Od^ daf dbf dcj' ddf 



=; I — a 



\ .<i) /is) .!(Ê) /ii) 

dcg ^ ôdf, J 



I \ ./ I 
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les puissances indiquées sont des puissances symboliques. Nous aurons 
donc 

JY"(?aPYSa'P"Y'5)Sy=:^ Ay «Pr^aPrî' ^aMa'P'Y'^- 
LeS A étant des coefficients constants fonctions des coefficients de Sy, et 
la sommation étant étendue dans le second membre aux fonctions <p qui 

correspondent à toutes les dérivées partielles d'ordre ^ de j^- • Les fonc- 
tions o forment donc un système zêtafuchsien. 

III. 

La construction de fonctions subissant par les substitutions d'un groupe 
des transformations plus simples parait présenter d'assez grandes diffi- 
cultés. Il n'est possible de trouver d'expressions analytiques que dans cer- 
tains cas particuliers. Si l'on considère, par exemple, la fonction elliptique 

sn(w, A^), la fonction snf — rlogzj est une fonction fuchsienne de z dont le 



K' 

— 7C 



groupe est engendré par la seule substitution z in z q^^q étant égal k e * 
La fonction 

sn j — rlog[j7-+- £(7cosw -|- « sînci))] | d(ù 
satisfait à l'équation AF= o, ne change pas de valeur par la substitution 

I X in xq^y 



z in zq*, 



et enfin ne présente que des pôles simples. 

Pour les groupes les plus généraux, il parait nécessaire de recourir à des 
méthodes analogues à celles qui ont été données par MM. Schwarz et Neu- 
mann pour la démonstration du principe de Dirichlet. 

De l'origine des coordonnées comme centre, décrivons quatre sphères S, 
S, S,, S, avec des rayons R, R', R,, l^\(/ig- 1), R' et R, étant respectivement 
égaux à liq^ et à R, q^ et R, étant compris entre R et IV. Soit 2 une surface 
comprise tout entière entre les deux sphères S' et S,. Je suppose que Ton 

IV. — Fac. de T. A.3 



\. l5 ^- STOIIT. 

sdK-bnr !r^v;i»jrr > z'{r.\:irrjtf^ i^ l>irîchlet pour les volum*-? V et \ « Hmilês 
i>âx i. > •^-: > ; IL > f»: > i'^ rij«? propos*.* de inonlrer coinmenl on peut 



KiK- I- 



s. 



1 N. ^--^v 



former une foiielion hami'.aur^i*-. i:l.- ►-' •;t>nLiïUi«''. [irenanl des valeurs 
données suri el st* traiist-.w-^i/ifi -^- -- — îit'-uj- pur U\ <ub-tituliori ( i l 

Je nrappuierai sur uii«^ {,-r.f,«. »-?:*.' ^. .'-^- '111111^ **•! la val«*ur d'uiu* fonc- 
tion liarnionique el eoiiliu-- liint- ;:: ■ ...ru- a. 11111- «-^-t ijull*' sur une partie 
déterminée tle U surfaer* »4"i- iJii.i*- - • •mni* i- iu«i\injuin d»* sa valeur 
absolue hur une surface couvfnii*- n'.i -fiiu'?"* 1 "iu>-*>*":r d-* ce volume et 
n'attei(;iiaiil «'ii aucun p«.ûa: ji -suri/.-. -< nnunîr* ::•*.■• !- maxiiuuin de la 
valeur almidue île la foucli«;n -«ir a tirr^r/» iimii» nvi"..r, liée par une con- 
stante pohilive /. inférieure d ! : .. i*^i**rui r-:Ui-rrti»ni îi* .-* *Tirface limite, de 
la partie tU* letl** surface sur .i«ni#-île a rineriaii ^'H mil»r et de la surface 
intérieure. 

Fornituiik une fonction z^ pr-nant nr J. e-: riii-m»^ innne*'s, sur S des va- 
leurs priî*eh arhitraiivment • z,^ -r frî n^me»: nieîir?î 111^ points corn»spon- 
tlants de S ; Aoienl ^^i ) les v;ii#-fir^ rne- »pfnfl :.r, *»!* "^^ Formons un»* fon*-- 
lion Y*! pi*''»«'^^ «*ti\ points con7r*Tïonriant'4 o«» S*. «t .ji^rr. les valeur^ \ w, ) et 
les valeurs ilomiées suri^. Soîenr. "^ ;e« »lenr«; «pie prend cetl»» l'onction 
nur S ; n^ms formerons une fom-'^Win -^ .irenanr ^nr S «^r S les valeurs { z,, ) 
et les \aleurs domiées sm* ï, et un:*i .le suite, .le dis <{ui» la fonclii»n w.^ a 
une limite quand A croit indéliiiim^^nt. Il ^i\\T\\ de prouver (pie la seri*» 



Vi. ♦ (V* V.») ♦ (?;--•;—■■ — "--îi 



"îA" î ' "" 



cbt couNcrijenlr. l'.n ellet, le maximum di» la .aleiir .ibst)lu«» di* 3>a — :-*-. 
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est moindre que le maximum de la valeur absolue de (^2*) — (?2A-2)- 
D'ailleurs, en remarquant que Ça*— ?2A-2 7 ?2A-i— ?2A-s sont nuls sur 2, 
on a 

max[(9,*) — (9îA-i)] < X,max[(9u-i) — (?ia-i)], 
max[(cp,it_,)— (9U-3)] < ^ max [(9,^-1) — (9ia-*)], 

X et A, étant des constantes positives moindres que i dépendant, la première 
des surfaces S, S,, S',, la seconde des surfaces 2, S, S'. La série converge 
donc comme une progression géométrique ayant pour raison XX,. 

On démontrerait de même que Ç2A-«-i ^ une limite. Enfin on voit immé- 
diatement que les valeurs de la différence ÇaA— Ç2A-H sur S, et sur S' ten- 
dent vers o. Donc la fonction ÇaA— Ç2A+1 tend vers o dans le volume limité 
par S,, par S' et par 2. Les limites de Çj^ et de ÇaA+i sont donc deux fonc- 
tions qui sont le prolongement Tune de l'autre. Désignons par ç la fonction 
ainsi obtenue; elle prend sur ï les valeurs données et aux points correspon- 
dants de S et de S', de S, et de S', les mêmes valeurs. Il en résulte qu'elle 
se reproduit par la substitution (1). Kn effet, soit ç' ce que devient <p par la 
substitution (1), la fonction ç — ç' est nulle sur S' et sur S'/, donc elle est 
nulle dans le volume limité par ces deux sphères, et la fonction prolongée 
est nulle dans tout l'espace. 



SUR LA 



CLASSIFICATION DES CORPS SIMPLES 

PAR LA LOI PÉRIODIQUE; 
PAR M. Pail S.VBATIER, 

Professeur de Chimie à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Les observations de Mendelecfl*, appuyées par celles de Lolhar Meyer, 
ont montré que les diverses pio])riêtés des corps simples sont des fonctions 
périodiques de leurs poids atomiques. 

Lorsqu'on range, par ordre de grandeur, les poids atomiques des élé- 
ments, on reconnaît que les caractères physiques et chimiques, densité, 
fusibilité, volatilité, conductibilité, malléabilité, dureté, magnétisme, signe 
électrochimique, capacité de saturation dans la molécule, éprouvent une 
variation périodique : si la représentation se fait par mode graphique, en 
prenant pour abscisses les poids atomiques, elle donne lieu à des courbes 
très variées, mais ayant toutes la forme oscillatoire caractérisée par une suc- 
cession de maxima et minima très nets ( * ). Ces maxima et minima changent 
d'une courbe à l'autre; bien plus, on voit que, dans quelques courbes, 
l'amplitude de certaines oscillations est double de ce qu'elle est dans 
les autres, ce qui conduit à la notion des grandes et petites périodes. 

Le mode le plus usité dans l'enseignement pour manifester la loi de 
périodicité, consiste dans la figuration graphique des volumes atomiques, 
c'est-à-dire des volumes occupés dans l'état solide par les poids atomiques 
des éléments successifs : on obtient ainsi la courbe dite de Lolhar Meyer, 
(|ui présente cinq maxima très visibles correspondant aux métaux alcalins. 



( *) Les chaleurs spcciliqucs, comparées dans l'étal solide, n'ont pas une variation pério- 
dique, mais décroissent conlinucllemont quand le poids atomique s'élève : d'après la loi de 
Dulong et Petit, la courbe qui les représente est une hyperbole équilatèrc,/>c = constante. 

W. — Fac, de T, li.I 
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Courbe des densités. — Je me suis servi plus volontiers de la courbe 
des poids spécifiques (solides ou, à défaut, liquides ), car l'emploi de cette 
donnée physique immédiate et familière conduit à des résultats encore plus 
marqués. La nature de ses variations est visiblement analogue, mais inverse, 
de celle des volumes atomiques, les maxima de ces derniers se trouvant 
être précisément les minima de la courbe des densités. Celle-ci a été 



figurée ci-dessous ( fig- f ) 



Fîz. I. 



X^ 




On voit qu'il f^i.^te de^i maxima \y()ur le Uire, raluminium, le nickel, le 
cuivre, le nith/iiinni, Yfy^uûnm. f^'s métaux alcalins, lithium, sodium, [)o- 
lassium, nihidium, (•jf:^\iu%\. ^>rcijpent le?* niininia de la courbe. 

\a* rorpjt principal de la courir: e?*t suivi de deux branches isolées dont 
les relatiofM avec la rourl>e rfen^îenible ^u\l aisées a rétablir. Kntre le lan- 
thane et le cérium (Yunf^ part, ef le tantale et le tungsléne d'autre part, il 
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existe une lacune étendue qui, d'après la forme des arcs voisins, compren- 
drait sans doute un maximum et un minimum. 

Entre le plomb et le bismuth et le petit arc qui contient le tborium et 
l'urane, il y a visiblement la place d'un arc possédant un minimum, dont 
les analogies periuoltraicnt facilement d'indiquer la position et la valeur. 
Nous aurons plus loin à revenir sur ce sujet. 

Aux deux premières périodes, accusées par la variation des densités ou 
des volumes atomiques, correspondent des périodes semblables pour la 
variation des diverses propriétés physiques et chimiques. 

A chacune des périodes suivantes, qui comprennent d'ailleurs un plus 
grand nombre d'éléments, correspond aussi une période pour la fusibilité 
et la volatilité; mais il en correspond deux pour les autres propriétés, mal- 
léabilité et dureté, conductibilité, signe électrochimique, capacité chimique 
de saturation, et cette circonstance établit une division dans chacune de 
ces gi-andes périodes. 

Principes de la classification. — La périodicité, manifestée de manières 
si diverses, ne saurait être niée, cl, puisqu'elle est réelle, il est impossible 
de n'en pas tenir un grand compte : il semble donc tout indiqué d'en faire 
la base de la classification des corps simples, qui sera ainsi visiblement na- 
turelle. 11 se trouve d'ailleurs que toutes les familles naturelles, déjà recon- 
nues par tous les chimistes, par exemple les trois premières familles de mé- 
talloïdes instituées par Dumas, sont mises en évidence par la loi périodique. 

Dans mes Leçons à la Faculté, je me sers de la classification périodique, 
et les avantages m'ont paru fort appréciés par les étudiants, qui acceptent 
beaucoup mieux la monographie des éléments ainsi groupés d'une manière 
rationnelle et un peu inattendue. 

Voici quelles bases j'ai choisies pour établir celle classification et la 
rendre en quelque sorte visible dans son ensemble par une construction 
graphique très simple. 

Il est possible de définir pour chaque corps simple sa valence niaxima 
par rapport à l'hydrogène ou par rapport à des résidus hydrocarbonés mo- 
novalents, tels que les résidus forméniques CH'"*', ou tout au moins, à 
défaut de la notion précédente, on peut fixer sa valence maxima par rap- 
port à l'oxygène. La grandeur de ces valences se trouvera très bien établie 
toutes les fois qu'il existera des composés volatils saturés, stables à tempé- 
rature élevée, dont le poids moléculaire peut, par conséquent, donner lieu 
à des déterminations directes. 
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Le Tableau suivant indique, pour les divers éléments, leur valence 
maxima par rapport à l'hydrogène, celle par rapport à des résidus hydro- 
carbonés monovalents, enfin celle vis-à-vis de l'oxygène. A titre de rensei- 
gnements utiles, nous avons inscrit, dans une dernière colonne, les valences 
maxima relatives au chlore, considéré seul ou en relation avec des résidus 
hydrocarbonés. Un grand nombre de notes explicatives, fournissent sur 
certains de ces résultats des indications essentielles. 

- Grandeur de la Tatence maxima vis-à-vis de 



Corps simples. alomtqae. 

Lithium 7 

Glucinium g 

Bore Il 

Carbone ii 

AzûteC) i4 

Oiygèoe i6 

Fluor ig 

Sodium a3 

Magnésium 34 

Aluminium 27 

Silicium. aS 

Phosphore 3i 

Soufre 3î 

Chlore 35.5 

Polaasiuni 39 

Calcium 40 

Scandiuro (*).... 44 

Tiuine 48 

Vauadiiim 3i 



Résidu avec résidu 

H. hydrocarboné. O. hydrocarbonc!. 



3(') 

4 

3(') 



1 ne dépass 



i AiCI», 



u plus qu'a 



c H seul, ou B 
[icnt normalcn 






(') A\cc le chlore 
résidus forméniqucs, 
composés AzR^CI. 

(») La molécule de l'aluminium-méthylc est bien A1<GH>)' d'aprùsQuinckc. La t 
a été encore mieux établie par le tra\ail de Combes (Bulletin de la Société chimique, 
I. I, 1889), quia obtenu le corps AKCII'-CO - Cm-GO-GlP)' qui bout à SiS-sans dé- 
composition (densité trouvée, 8,43; calculée, 8,47). 

(') La molécule du chlorure d'aluniiniuii) est à température peu élevée représentée par 
Al'CI', ce qui conduirait à la tciravalcnce; mais la densité de vapeur diminue quand la 
température s'élève, et ne se fixe que lorsqu'elle correspond au poids moléculaire réel Al CI'. 

(*) On ne peut dépasser PhR>; mais on peut avoir des corps du type PhR>J. 

(') Avec les résidus hydrocarbonés cnijiloyés seuls, on ne peut aller au delà du type R' S, 
comme le sulfure d'éthyle (C>H»)*S, mais on peut préparer des corps mixtes du type R'IS. 

(•) Métal découvert par Nilson en 1879, et prévu antérieurement par Mendcleciï. 
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Grandeur de la valence maxima vis-à-vis de 



Poids 
Corps simples. atomique. 

Chrome 5a, 5 

Manganèse 55 

Fer 56 

Cobalt 56 

Nickel 58,5 

Cuivre («) 63 

Zinc 65 

Gallium 70 

Germanium (') . . 7a 

Arsenic 75 

Sélénium 79 

Brome 80 

Rubidium 85 

Strontium 87 

Ytlrium 89 

Zirconium 90 

Niobium 94 

Molybdène 96 

Ruthénium io3,5 

Rhodium 104 

Palladium 106 

Argent 108 

Cadmium iia 

Indium ii3 

Étain 117 

Antimoine 120 

Tellure i'i6 



H. 

» 



» 

» 
3 
a 
1 



» 

u 
u 
)) 
» 

M 
l> 
» 
» 



Résidu 
hydrocarboné. 

a(') 

B 
U 
» 



a 

3 

4 

3(*) 
2 
I 



u 
» 



» 
3 
i 



I 

» 
» 

» 
)) 

I ("7 

a 
3 

4 

3(8) 
2 



Cl seul 
ou 
avec résidu 
O. hydrocarboné 

6 4 

7 4 
6 4 
6 4 
4 -t 



1-2 
3 

4 

6 

7 



I 
1 
3 

4 

D 
6 

8 
6 

4 

I 

a 
3 

4 
5 

6 



1-2 
a 
3 

\ 

5(») 

4(«) 
3 

I 
2 
3 

4 

5 



5 
■I 



I 
2 
3 

4 
5 

4(«) 



(*) Dans les combinaisons avec les carbures acétyléniqucs. 

(') Le cuivre donne deux séries complètes de composés, les uns dus à la mono\alon<"e. 
les autres à la bivalcncc. 

(') Métal découvert par Winkler en i885, pré vu. par Mendeleeff. 

(*) On aurait pu obtenir également le composé (CH')IAs, mais ce résultat est contes- 
table, le corps obtenu ne pouvant être volatilisé sans décomposition. Normalement on n<* <!«'•- 
passe pas AsR^, mais avec les halogènes on peut préparer des produits du type AsR*I ou 
AsRCl*. 

(*) Avec le chlore seul on ne dépasse pas As Cl'. 

(*) On a préparé SeCI* et aussi Sc(G*H*)*Cl*, et analogues, mais avec les rési<lus for- 
méniques seuls, on n'a pu dépasser le type SeR*. 

(') Dans les combinaisons acétyléniqucs. 

(•) Normalement, on ne dépasse pas SbR', mais on peut préparer des corps du ryp<- 
SbR*Cl. 

(9) On a préparé Te Cl* et aussi Tc(G>n»)«Cl« et Te(GH»)M; mais avec les résidus f<»r- 
méniques seuls on ne dépasse pas Te R*. 
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Grandeur de la valence maxima vis-à-vis de 



Poids 
Corps simples. atomique. 

Iode 1 27 

Cœsium i33 

Baryum 187 

Lanthane i38 

Cérium (*) i4o 

Didyme 142 

Samarium i5o 

Holnoium 160? 

Terbium i63? 

Erbium 166 

Décipium 170 

Ytlerbium 172 

Tantale 182 

Tungstène 184 

Osmium igS 

Iridium igS 

Platine 195 

Or(») 196 

Mercure ( ^ ) 200 

Thallium {») 204 

Plomb (9) 206 

Bismuth 208 

Thorium 282 

Urane 240 



Résidu 
H. hydrocarboné. 



O. 



Cl seul 
ou 
avec résidu 
hydrocarboné . 

3(i) 



M 
» 
» 
U 
» 

» 
U 
U 
» 
I) 
» 
» 

U 
» 



I 

U 
U 

» 

» 
o 
u 

M 
U 

» 
M 
» 
» 



•A 

3 

4 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



!) 



6 

C 
4 



I 

2 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

3 

5 

6(») 

6 



M 
U 
O 
U 
» 



2 
3 

4(»M 
3 



1-3 
1-2 
1-3 

^-4 
5 



1-3 
1-2 
1-3 

2-4 
3 



» 



» 

M 



4 

6 



4 
6 



(*) Dans le trichlorure d'iode. 

(*) Le cérium forme deux séries décomposés: les uns dus à la tétravalence, les autres dus 
à la trivalence; ces derniers sont analogues des composés des divers métaux delà gadolinite. 

(') La densité de vapeur du perchlorure de tungstène indique le poids moléculaire W Cl*. 
On n'a obtenu aucune combinaison avec des résidus forméniques seuls, mais on a préparé 
(Cn«)*WCl«. 

(*) La densité de vapeur de l'anhydride osmique correspond bien au poids moléculaire 
OsO*. 

(•) L'or donne deux séries distinctes de composés : les aureux dus à la monovalence, 
les auriques dus à la trivalence. 

(*) Dans les combinaisons acétyléniques. 

(') Le mercure donne deux séries décomposés dus à la monovalence et à la bivalence. 

(*) Les composés thalleux sont dus à la monovalence et ressemblent beaucoup aux com- 
posés des alcalis monovalents. Les combinaisons thalliques sont issues de la trivalence. 

(') La plupart des sels de plomb proviennent de sa bivalence. 

(*o) Dans le plomb tétraméthyle {€H')*Pb, qui bout à uo^'et le plomb tétréthyle 
(G»H»)*Pbquiboutà20o». 
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Valences maxima par rapport à l'oxygène. — On voit qu'il est pos- 
sible de caractériser pour tous les éléments simples (sauf le fluor et Toxy- 
gène) la valence maxima par rapport à l'oxygène : cette valeur éprouve des 
variations périodiques très régulières qui la font osciller entre i et 8. On 
peut en donner une représentation graphique, en prenant pour abscisses les 
poids atomiques et pour ordonnées les valeurs de la valence maxima rela- 
tive à l'oxygène, V^. 

On obtient ainsi une série de points qui, réunis par une courbe continue, 
donnent lieu à un tracé régulier (Jîg. a). Ce tracé se compose de dix 
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branches ou fractions de branches, à peu près parallèles. Les deux pre- 
mières : 

U-Az('). 
Na-CI, 

sont visiblement isolées, et il existe une transition brusque entre la valence 
maxima ■] du chlore et la valence i du corps suivant, le potassium. 

Les branches qui viennent au delà paraissent réunies deux à deux par 
Tin terni édia ire de branches secondaires peu inclinées, qui établissent un 



n,,>ia 



; par l'oxygùnc et lu flut 
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passage de la valeur maxima 7 ou 8 d'une branche principale à la valeur 
minima de la branche principale suivante. Telles sont : 

Fe-Ni;-Co, qui relie Mn à Cu, 
Rh-Pd, » Ru à Ag, 

Ir-Pt, » Os à Au. 

Si l'on se reporte à la courbe des densités {^fig^ i), on remarque que les 
lieux premières dentelures de cette courbe correspondent précisément aux 
deux premières branches verticales. Les grandes périodes qui suivent se 
trouvent ici représentées par les séries successives de trois branches réunies 
(ensemble, les maxima des densités étant en regard des branches secondaires 
Mn-Cu, Ru-Pd, Os-Au. 

Une seule irrégularité nous apparaît dans le tracé, c'est la série de points 
fournis par un certain nombre de métaux très rares compris entre le cérium 
ot le tantale. Ce sont le didyme, le samarium, Tholmium, le terbium, Ter- 
hium, le décipium, rytterbium. On les trouve à côté du scandium, de 
ryttrium, du lanthane, du cérium, dans quelques minéraux peu répandus, 
tels que la gadolinite et la cérite : ils sont rapprochés de ces autres métaux, 
non seulement par leur origine commune, mais encore par l'analogie étroite 
de leurs propriétés, qui conduit à leur attribuer une valence identique 3 (*). 

La plupart donnent des sels incolores, mais le didyme, le samarium, 
l'holmium, l'erbium fournissent des sels colorés, dont les solutions donnent 
lieu à des spectres d'absorption à bandes très nettes. 

M. Nordenskiold a observé que le mélange de différents oxydes de cette 
série, retiré de certains minerais, possède un équivalent invariable, ce qui 
pourrait tout d'abord faire croire à l'existence d'un métal unique corres- 
pondant à cet équivalent. Cette particularité ne saurait être fortuite, et il 
pourrait se faire que parmi tous ces métaux rares admis aujourd'hui comme 
distincts, plusieurs ne soient, par exemple, que des mélanges invariables de 
deux métaux ayant des poids atomiques extrêmes. La séparation du didyme 
en deux métaux distincts, le praséodidyme à sels verts, le néodidyme à sels 
roses, qui aurait été réalisée par Auer von Welsbach, pourrait être un 
argument en faveur de ces hypothèses. Quoi qu'il en soit, la série de ces 



( *) Le cérium donne lieu à une série de composés dus à la trivalence, analogues à ceux 
«les métaux voisins, en même temps qu'il fournit une série comparable à celle du thorium 
t't du zirconium. 



SI:R la classification des corps simples par la loi PÉRIODIOl'E. H. 9 

inclaux consliluc un groupe isolé, dont riiistoirc ne pcMit être séparéo do 
celle des chefs de file, scandium, yttrium, lanthane. 

Vairnces par rapport à r hydrogène cl aux résidus hydrocarbotirs. — 
La valence V„ relative à riiydrogène ne peut être établie que pour un p(*tit 
nombre d'éléments, ([ui se trouvent placés à la fin des périodes que nous 
a révélées la valence par rapport à Toxygéne. Pour tous ces corps, on p(Mit 
rcMuarquer qu(* 

el 

l\)ur un plus grand nombre d'éléments, on peut obtenir avec des résidus 
forméniques monovalents des combinaisons volatiles sans décomposition, 
(*t par conséquent très aptes à fixer la valence de Télément. 

()uand rhydrure existe aussi, on trouve que la valence V„ par rapport à 
rhydrogéne est égale a la valence V^ par rapport aux résidus hydrocar- 
bonés considérés seuls; on a alors 

\ R :— V||. 

IJ'une manière générale, on voit que 

Lorsque V'o I 4» Vr — Vo, 

Lorsque V© > 4> Vr — 8 — V^. 

Valences maxima par rapport aux halogènes, — Quant à la valence 
maxima relative au chlore, au brome, à Tiode, éléments moins éleclroné- 
gatifs que Toxygène, on remarquera que, lorsque V^^ 1i on a 

^ Cl = ^ ^= ^ II» 

I^a valence a alors une valeur constante. 

Au contraire, lorsque Vo > \, on voit que V^., est intermédiaire entre Vo 
et Vr, ou bien égal à Vo- 

Dans les combinaisons mixtes qui contiennent à la fois du chlore et des 
résidus hydrocarbonés monovalents, la valence des éléments est analogue 
à ce qu'elle est pour le chlore seul. Le plus souvent : 

Quand Vo ^ ") on a Vrci i Vo, 

» Vo=<i » Vrc, rz:/|. 

IV - Fac. de T. B.2 
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Heprésfntation graphique. — Nous compléterons la fig, 2 en repré- 
sentant, à cùté des valences V^,, les valeurs des valences V^; mais, pour 
éviter la confusion, nous les porterons en ordonnées négatives. 

Nous formons ainsi cinq dentelures régulières, dont deux correspondent 
aux deux premières branches principales de la valence V^, les autres 
correspondent seulement à la quatrième, puis à la sixième, c'est-à-dire à la 
dernière branche de chaque période complète ultérieure. 

Ceci met fort bien en évidence l'inégalité des diverses branches de la va- 
riation de Vo : il y en a deux catégories distinctes, celles à qui correspond 
une branche de V^, celles à qui il n'en correspond pas. 

Les premières sont : 

Li, (il, Bo, C, Az, O, FI, 

\a, Mg, AI, Si, P, S, CI 

K, 

((]u), Zn, (la, (jC, As, Se, Br, 

Hb, 

(Ag), Cd, In, Sn, Sb, Te, ], 

(]œ, 

(Au), Hg, TI, Pb, Bi. 

Pour l<î cuivre, l'argent et For, il n'existe pas de véritable combinaison 
avec les résidus hydrocarbonés; néanmoins on peut, jusqu'à un certain 
point, caractériser V^ par les composés acétyléniques issus (l<*s sels cui- 
vreux, argenliques, aureux. 

Pour le potiissium, au contraire, et, par analogie étroite, pour le rubi- 
dium et le cœsium, il existe des combinaisons avec des résidus forméni- 
(jues, comme pour le sodium et le lithium, et cette remarque rapprochée 
de la précédente conduirait à considérer comme séries analogues des deux 
premières, non pas 

Cu, Zn, (ia, (ie, As, Se, Br, 
Ag, (](l, In, Sn, SI), Te, I, 



mais 



K Zn, (ia, (ie, As, Se, Br 

Hb Cfl, In, Sn, Sb, Te, I, 
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K el Zn, Kh cl Cd se trouvant séparés par des groupes d'éléments inaptes 
à la combinaison avec les résidus forméniques, qui se terminent respective- 
ment par le cuivre, Targent, etc., où Taptilude ne reparaît que d'une façon 
incomplète. 

Dans chacune de ces séries le caractère électronégatif, nul au début 
( |)our les métaux alcalins), s'introduit progressivement dès le second 
terme, et (l(»vient très élevé dans les derniers corps qui présentent au plus 
haul degré les caractères métalloïdiques. 

D'ailleurs, cette première catégorie comprend tous les éléments désignés 
habituellement sous le nom de métalloïdes (*)et qu'on peut, avec Am- 
père, caractériser par la propriété (ju'ils possèdent seuls de donner des 
combinaisons gazeuses à la température ordinaire. Leurs symboles sont 
soulignés dans le Tableau ci-dessus, et le groupe qu'ils forment apparaît 
ainsi bien homogène. 

La deuxième catégorie contient les séries de corps auxquelles ne cor- 
respond pas de branche V,^. Ce sont, avec l'indication des valences 
maxima V„ correspondantes. 



?. :L 4. 5. 0. 7. 8. 6. i. 

Ca, Se, Ti, Va, Cr, Mn, » Fe, Ni, Co, 



Si, Yr, Zr, Nb, Mo, » Un, Hh, Pd, 



)) 



Ba, La, Ce, » » » » » » » 

» » » Ta, W, )) Os, Jr, IM, » 



(Ag), 



» 



(-i"> 



Le cuivre, l'argent et l'or forment la transition avec le premier grou|)e. 

Dans ces quatre séries, le caractère demeure constamment métalliqiu» 
et électropositif, mais les valences élevées donnent lieu à des peroxydes 
de fonction électronégative très marquée. 

Nous y trouvons tous les éléments qui donnent, avec les acides inco- 
lores, des sels colorés : ce sont ceux qui sont soulignés d'un double trait. 

Classification en familles naturelles. — Nous avons été conduits, 
dans ce qui précède, à diviser les corps simples en deux grands groupes, 
comprenant chacun plusieurs séries. 

Dans chaque série d'un même groupe, la variation régulière de la va- 

( * ) Sauf riiydroj^féne qui a une place isolée. 
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lence correspond à une variation également régulière des diverses pro- 
priétés physiques et chimiques. 

Par suite, les corps de même valence, pris dans les diverses séries d'un 
même groupe, se trouveront être analogues dans l'ensemble de leurs carac- 
léres. 

On formera donc des .familles naturelles en rapprochant les corps qui 
occupent des point semblables de branches semblables. 

En accordant à Thydrogéne une place spéciale, nous aurons ainsi la suc- 
cession suivante de familles naturelles. 



Han^. 
I 

\ 
I 






8 



1 1 

12 

i3 



Familles. 



Caracti>res 
éleclrochimiques. 



H 

FLCI, Br, 1 

0, S, Se, Te 

Az,Ph,A8, Sb, Bi 
C, Si, Ge, Sn, Pb 



Vr. 

I 
I 



r> Bo, Al, Ga, Iii, Tl 



Gl, Mg, Zn, C(l, llg. 

Li. Na, K, Rb, Cœ.. 

Ca, St, Ba 

Se, Yl, La, Di et au- 
tres métaux de la 
gadolinite 

Ti, Zr, Ce, Th 

Va, Nb, Ta 

Cr, Mo, Tu 



I î Mn, Fe, Ce, Ni, Hm ». 

i5 Bu, Rh, Pd 

i<» Os, Ir, Pt, ( Au < 



I 



(^u. Al?. Au 



Électroposilif 

Très électronégatifs. 

Très électronégatifs. 

Ëlectronégatifs 3 

Peroxydes électroné- 
gatifs \ 

(Caractère mixte, plu- 
tôt électropositif 
(sauf pour Boj . . . '\ 

Électropositifs avec 
caractère mixte. . . > 

Très électropositif:^. . i 
Id » 



Éleclropositifs 

Caractère mixte 

Id 

CaractiTe mixte ( [)er- 
owde» très élec- 



tronégalifs ) 

ÈlectrofKHÛtifM 

(^ractére mixU* 

\i\ 



/ 



3 

•X 

I 



(') 



Valences simultauécs 
importantes 
par rapport à O. 



» 

4 

3 



I pour Tl. 
I pour Hg. 



3 

i 3 pour Ce. 



i et 3 pour Cr. 



Les familles i '|, i^)^ i/J ^ont f^irnires drs corps tivs semblables entre eux, 
(|ui occuprnt les bran^lif. iniiTmédiaires dr*s trois f;;rand(»s périodes. L'his- 
toire des compOM's i**»^ijH de la bival^-nce du cuivre sera avanta^çeusemenl 
rapj)rorliée de rellr du nian^Mn/'H^*, du fer, du cobalt, du nickel, métaux 
voisins. 

De même, celle drs rorubJuaiMon^^ cpji proviennent de la Irivalence de 



MUArirtN |iK 



|{.i:i 



H- i'i.'llc lies nirlaux cpii [iri'tèdotit , 



l'or vioiidia uLÎU>ini.-i)l < 
diuin, platitio. 

Les trois (.'l<^mtiiUs ilc triiiisilioii, ciiivic, ai'gi.-iil, or, i|ui formrnl hi l'a- 
millc 17, sont sut-Loul rappi'oclié» jihi' la mono valence qu'ils inaiiifptttcnl de 
la mômo façon vis-à-vis des carbuiTs acélyléniques : colle nionovalenci' 
coexiste pour le cuivre avec In hivalcnee qui le i-approclie du nickel el <1ii 
zinc; pour l'or, avec la Irivalence qui le rapproche de l'iridiiNii, mais vWf 
est la seule pour Targcnt. 

Tous les mélalloldi's se trouvent groupes eu lêle de ce Tableau; ils 
forment les trois premières familles el le roinnicnreinenl des trois ([ui 
suivent. 

Parmi les familles ainsi déduiles de lu loi pi'riodiipie. plusieurs aAaienI 
déjà été formées d'après les analogies des élémculs ([ui les coiuiiosent, par 
exemple les familles 2, 3, /), S, q, i4- Mïtis, au contraire, dans plusieurs, ou 
voit figurer des corps qui Jadis étaient considérés comme très dissemblables. 
I-.a classiJication nouvelle a obligé à des rapproebemeiUs inattendus, el 
ainsi a révélé des similitudes qu'on n'avait pas soupçonnées. Elle n'est cer- 
lainement pas parfaite; mais, telle qu'elle est, elle nous semble iK'an moins 
meilleure que les classiiications semi-nalun-lles, si-mi-arlilicielles, ilont 
l'usage a prévalu jusqu'à préscnl. 

Lacunes du (ahloau des corps simples. — La série des corps simples 
était moins nombreuse quand MeudcleeH' énonça le principe de la pcriodi- 
cilé ; trois corps nouveaux, découverts depuis cette époque, sont venu» 
occuper des lacunes qui s'y irouvaienl, et apporter ainsi une éclatante con- 
lirmalion des prévisions du savant russe qui, guidé par les analogies, avail 
pu prédire non seulement leurs poids atomiques, mais encore quelques-unes 
de leurs propriétés essentielles. Ce sont : le gallium, trouvé par M. Lecoi] 
de Boisbaudran en 1870; le scandium isolé en 1H7;) pai- Nilsoii; le germa- 
nium, découvert en i88j par Winkler. 

<^uelques lacunes évidentes subsistent encore, et il y a loul lieu de [iré- 
voir qu'elles finiront aussi par être comblées ( ' ). 

Entre le cérium et le tantale, l'examen des diverses courbes qui figurent 



) Il y aurait sans doute Acun éléments semblables au mgnganése, c'est-à-dire liepia~ 
dont les poids atomiques seraient voisins de 100 et de 130. 
nanque un corps de la tainiHe du soufre (^i^ ), du chlon' 
ilcium ('136)1 du scandium (-^:(8). du vanailium i-ÀYi). 



^jr rapport à Toxjgé 

lintrr le bismutli cl l'urane, 
iai5), du polasaiuni (.13»), di 
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la périodicité amène à penser qu'il existe une période complète de dix-sept 
éléments inconnus (nous l'avons fij^urée en pointillé dans la ji^. 2). Il y a 
bien, dans cet intervalle, la pléiade plus ou moins réelle des métaux issus 
d(»s terres rares, satellites du lanthane et du cérium; mais ces métaux, qui 
sont très semblables entre eux, ne pourraient visiblement s'adapter au tra- 
jet d'une fi^rande période. 

La lacune prévue existe-t-elle réellement, ou bien le {groupe de la gado- 
linite a-t-il seulement pour effet de diffuser, pour ainsi dire, la transition du 
lanthane au tantale? L'avenir seul nous renseignera sur ce point. La réalité 
de la période complète ne se trouvera établie que le jour où un nouveau 
métal alcalin ou alcalinoterreux, ou bien un élément halogène, par exemple, 
aura été découvert dans l'intervalle douteux. 

La variation périodique des propriétés des corps simples est certainement 
un puissant argument en faveur d'une matière unique diversement conden- 
sée; elle indiquerait seulement que cette condensation a lieu selon une oscil- 
lation assez régulière. iNous n'apercevons pas pounjuoi, s'il en est ainsi, 
cette régularité n'est pas parfaite. Néanmoins, telle quelle est, avec ses im- 
perfections et ses obscurités, la loi périodique ne saurait être négligée, et 
elle nous paraît devoir être la base de toute classification rationnelle des 
éléments. 
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PRINCIPES FONDAMENTAUX DE L'HYDROSTATIQUE ^'\ 

PAR M. P. DUHEM, 

Matlre de Conférences à la Faculté des Sciences de Lille. 



l. — Introduction. 

1. Les principes fondamentaux de l'Hydrostatique sont trop connus 
pour qu'il puisse être question, dans un écrit relatif à ces principes, de dé- 
couvrir de nouvelles propriétés des fluides en équilibre. Le seul but que 
l'on puisse se proposer est de relier ces propriétés d'une manière précise et 
rigoureuse au principe qui domine la Statique tout entière, c'est-à-dire au 
principe des mouvements virtuels. 

Je n'ai pas besoin de rappeler comment Lagrange, dans la Mécanique 
analytique^ a montré le premier que le principe des mouvements virtuels 
renfermait toute l'Hydrostatique, précisant ainsi ce que Pascal avait déjà 
indiqué dans le Traité de l'Équilibre des liqueurs. De nos jours, M. J. 
Moutier (^) a ajouté à l'analyse de Lagrange un perfectionnement impor- 
tant; il a montré qu'en vertu du principe des mouvements virtuels, la pres- 
sion devait être normale à l'élément sur lequel elle agit, proposition 
(ju'avant lui on admettait comme une hypothèse indépendante du principe 
des vitesses virtuelles. C'est de la méthode de M. Moutier que nous nous 
sommes inspirés dans ce travail. 

Avant de chercher à déduire du principe des mouvements virtuels l'en- 
semble des lois de l'Hydrostatique, nous allons rappeler brièvement l'énoncé 
de ce principe. 

2. On sait que l'on donne le nom de déformation virtuelle d'un système 
matériel à toute déformation infiniment petite compatible avec les liaisons 

(*) Leçons professées à la Faculté des Sciences de Lille en 1888. 
( *) J. Moutier, Cours de Physique, t. l. 

IV. — Fac. de T. Cl 
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(Je ce système. Lorsqu'un système subit une déformation virtuelle, chacun 
de ses points subit un déplacement qui porte le nom de moui^ement tnrtucl 
de ce point. 

Considérons un premier mouvement par lequel un point matériel passe 
d'une position initiale (j;, y^ z)k une position finale infiniment voisine 
{x -4- Sa;,y -f- Sy, z -h S:?); puis un second mouvement par lequel le même 
point matériel passe de la même position initiale à la position finale 
{x — ùx^y — Sy, z — 8z); ces deux mouvements sont dits inverses l'un de 
l'autre; deux déformations infiniment petites sont inverses Tune de l'autre 
lorsque les mouvements qui composent l'une sont respectivement inverses 
des mouvements qui composent l'autre. 

Lorsque la déformation inverse d'une déformation virtuelle est elle- 
même une déformation virtuelle, chacune d'elles est dite réversible. Il 
existe des systèmes dont toute déformation virtuelle est réversible : tel est, 
par exemple, le système formé par deux points matériels assujettis à de- 
meurer à une distance invariable l'un de l'autre. On dit alors que ces sys- 
tèmes ne renferment que des liaisons à résistance bilatérale. D'autres 
systèmes (*) admettent des déformations virtuelles non réversibles. Par 
exemple, dans un système formé par deux points matériels que réunit un 
fil flexible et inextensible, on peut faire que la distance mutuelle qui sépare 
ces deux points lorsque le fil est tendu diminue d'une quantité infiniment 
petite; on impose alors au système une déformation non réversible. Lors- 
qu'un système admet des déformations virtuelles non réversibles, on dit 
(ju'il renferme des liaisons à résistance unilatérale. 

Le principe des mouvements virtuels s'énonce de la manière suivante : 
Pour qu'un système matériel soit en équilibrcy il faut et il suffit que, 
dans toute déformation virtuelle de ce système, la somme des travaux 
effectués par les forces données (^) soit nulle ou négative. Il est évident 
que cette somme ne peut être que nulle lorsque la déformation considérée 
est réversible ('). 

(') Celte distinction est due à Gauss {Gauss Werke, t. V, p. 27. Voir aussi C. Neumann, 
Ueber das Princip der virtuellen oder facultativen Verriickungeny Leipzig, Berichte 
Math. Phys.^ t. XXI, p. 267; 1880). Les dénominations employées sont dues à M. Ciausius 
i La fonction potentielle et le potentiel j irad. Folie, p. 106) qui a exposé d'une manière 
1res précise les idées de Gauss sur Je principe des mouvements virtuels. 

(*) Le mol force donnée s'oppose ici -a. force de liaison. 

(') Sur cet énoncé du principe des mouvements virtuels, voir Gauss, Werke^ t. V, p. 27 
et 35: Sturm, Mécanique; Clausius, La fonction potentielle et le potentiel, trad. Folie, 
p. 108; G. Nelmann, Ueber das Princip der virtuellen oder facultativen Verruckùngen. 
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Ce principe ainsi énoncé ne conduit à des conséquences exactes que si 
les liaisons imposées au système n'entraînent aucun frotlement. Dans le 
cas où Ton admet Texistence du frottement, on doit regarder les conditions 
d'équilibre fournies par le principe des mouvements virtuels comme demeu- 
rant toujours suffisantes, mais comme n'étant plus nécessaires. 

3. Dans un grand nombre de cas, la force donnée qui agit sur un point 
matériel quelconque {x^y^ z) du système est déterminée en grandeur et en 
direction par les égalités 



X- 


dx 


Y = 


dM 


dY 


Z- 


d\i 


d= 



X, Y, Z étant les composantes suivant les axes coordonnés de la force en 
question, et U une fonction uniforme de x, ^, ;;. La fonction U prend alors 
le nom de /onction des forces. 

Il arrive aussi, dans un grand nombre de cas, que l'on peut écrire, pour 
toute modification virtuelle du système, l'égalité suivante 

2 ( X ôx 4- Y dj -h Z d5 ) = - SU, 

où désignant la variation que subit, par l'effet de la déformation virtuelle 
considérée, une certaine fonction 12 déterminée d'une manière uniforme 
lorsqu'on connaît les coordonnées de tous les points du système. On dit 
alors que le système admet un potentiel, et que 12 est ce potentiel. 

Lagrange a énoncé sur les systèmes qui admettent un potentiel une im- 
portante proposition, qui a été ensuite rattachée d'une manière rigoureuse 
aux principes de la Dynamique par Lejeune-Dirichlet (*). Cette proposi- 
tion rst la suivante : 

Si un système admet un potentiel et si, pour un certain état du 
système y ce potentiel présente un minimum, cet état est un état d'équi- 
libre stable. 

Telles sont les propositions de Mécanique dont il nous était nécessaire de 



( * ) Lejeine-Diriciilkt, Journal de Creffe, t. \XXII, p. 85; 1846. 
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rappeler renoncé avant d'aborder l'exposé des principes de l'Hydro- 
sla tique. 

II. — Définitions. 

4. Considérons un corps remplissant un certain volume. En un point M, 
de coordonnées x^ y^ z^ ce corps a une certaine densité p, en sorte que la 
masse d'un élément de volume di^ renfermant le point M à son intérieur a 
pour valeur p c?^. Cette densité p peut être la même quel que soit le point M ; 
le corps est alors homogène. Elle peut aussi varier d'un pointa un autre; le 
corps est alors hétérogène. Dans ce dernier cas, nous supposerons ou bien 
que la densité p est une fonction continue de x^ y^ z^ ou bien qu'elle est dis- 
continue en tous les points de certaines surfaces. 

Envisageons un élément du corps : tout déplacement, toute déformation 
du corps doit laisser sa masse constante ; mais son volume et partant sa den- 
sité peuvent dépendre des. circonstances dans lesquelles il se trouve placé. 
Le corps est dit alors compressible. Il est incompressible si chacun de ses 
éléments de masse garde un volume invariable. 

Un corps auquel on peut imposer tous les déplacements virtuels, toutes 
les déformations virtuelles qui laissent invariable le volume de chacun de 
ses éléments de masse est dSx. fluide; le fluide est incompressible si ces dé- 
formations virtuelles sont les seules qu'on puisse lui imposer; il est, au 
contraire, compressible si l'on peut lui imposer certaines déformations vir- 
tuelles qui fassent varier le volume de ses éléments de masse. 

Un fluide peut être en contact par une partie de sa surface avec un solide 
invariable. Dans ce cas, on ne pourra lui imposer que des modifications 
virtuelles laissant invariable la forme de sa surface de contact avec le solide. 

Nous ne traiterons pas dans cet écrit de l'équilibre d'un système formé 
par un fluide et un solide variable de position en contact avec ce fluide. 
L'étude de cet équilibre constitue le problème dos corps flottants . 

Nous admettrons qu'un fluide peut être soumis à deux sortes de forces : 

i*^ Des forces appliquées à ses divers éléments de masse; si dv est le vo- 
lume d'un semblable élément, et p la densité en un point de cet élément, 
nous désignerons les composantes de la force qui agit sur cet élément par 
pXrfp, pYc?p, pZ^/^. X, Y, Z pourront être des fonctions continues des 
coordonnées x, y^ z d'un point de l'élément dv^ ou bien, comme la den- 
sité p, présenter des surfaces de discontinuité; 
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i" Des forces appliquées aux divers élémenls de la partie doforiiiable de 
la surface qui limite le fluide, ou plut^il aux divers éléments d'une mem- 
brane infiniment mince et parfaitement flexible, de densité arbitraire, qui 
sérail appliquée sur celte surface. Si dm désigne l'aire de l'un des éléments 
dont il s'agit, et P dut la force qui s'exerce sur cet élément, nous dirons que 
P est la grandeur de la pression en un point de l'élément rfcu. La direction 
de la force P rftu sera la direction de cette pression. 

Nous allons ehereher à quelles conditions im fluide soumis k ces deux 
classes de forces peut être en équilibre. 



111. 
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5. Si nous imaginons un fluide en équilibre, sa densité en chaque point 
a une valeur déterminée. Nous pouvons supposer que l'on impose à 
fluide une déformation virtuelle dans laquelle chacun des éléments de masse, 
tout en étant déplacé et déformé, gardera sa densité et parlant son volume 
Si le fluide est incompressible, les déformations virtuelles de ce genre seron 
seules possibles, et nous obtiendrons toutes les conditions d'équilibre ei 
appliquant le principe des mouvements virtuels à tous les dèplacemenls de 
cette sorte que l'on peut imaginer. Si le fluide est compressible, la classe 
de déformations virtuelles que nous venons de définir ne comprend plus 
tous les déplacements virtuels possibles, car on pourra en imaginer d'an- 
tres dans lesquels le volume des cléments de masse déplacés subit des va- 
riations; en appliquant donc le principe des mouvements virtuels à toutes 
les déformations de la première classe, nous obtiendrons encore, dans le cas 
des fluides compressibles, des conditions d'équilibre, mais nous pouvons 
fort bien ne pas les obtenir toutes. Nous n'envisagerons pour le moment 
que le cas des fluides incompressibles; nous reviejidrons pins loin sur If cas 
«les fluides compressibles. 

6. Sur la surface déformable d'un fluide, prenons deux éléments : l'un. 
AB (yî^T* ^'^ surface eu; l'autre, A'B' de surface tu'. De l'élément AB à 
l'élément A' B' traçons un canal infiniment délié, de forme quelconque, com- 
pris en entier à l'intérieur du fluide. Ce canal est tracé de la manière sui- 
vante. On joint un point du contour de AB à uti point du contour de A' B' 
par une ligne continue présentant une tangente en chaque point, sauf peut- 
être en un nombre limite de points séparés les uns des autres par des Ion- 
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guciirs finies. On prend une surface qui soil la projection de AB sur un plan 
normal à la courbe au point où elle rencontre AB. On imagine que celte 
surface se déplace, de manière qu'un des points 9 de son contour décrive la 




courbe cl qu'elle reste normale à la courbe, et, en même temps, qu'elle se 
déforme d'une manière continue en restant infiniment petite. Lorsque le 
point 9 arrive en un point où l'orientation de la tangente à la courbe subit 
une discontinuité, on suppose que la surface tourne autour du point jus- 
qu'à être devenue normale au nouvel arc de courbe. Enfin la déformation 
de la surface est telle qu'elle devienne à la fin la projection de A'B' sur un 
plan normal à ta courbe. 

Dans cet écrit, le mot génératrice du canal s'applique à la courbe en 
question. Prolongeons les génératrices du canal que nous venons de tracer 
d'une longueur infiniment petite au delà do Télémenl A'IÎ'. Par des sections 
infiniment voisines les unes des autres, ab, cd, e/, . . ., inn, partageons ce 
canal en tranches d'égal volume; au delà de A'B' menons une dernière sec- 
tion pq, telle que le volume compris entre A'B' et pq soit égal au volume de 
chacune des tranches précédentes. 

Cela étant, imposons au fiuide une déformation définie de la manière sui- 
vante : le fluide qui occupait la tranche ABat vient occuper la tranche abcd; 
le fluide qui occupait cette dernière tranche vient occuper la tranche cde/, 
et ainsi de suite jusqu'à ce que le fluide de la tranche mn A'B' soit refoulé 
dans la tranche A'B'pq. 

Dans cette déformation, la masse fiuide qui occupe chaque tranche change 
de forme et de position sans changer de volume, en sorte que la restriction 
que nous sommes convenus d'imposer aux modifications virtuelles est res- 
pectée; en outre, la modification virtuelle que nous venons de considérer 
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est une modification réversible; car, en reprenant le système dans son étal 
initial, on pourrait, au lieu d'imposer à chacune de ses parties le déplace- 
ment qu'elle a subi dans la modification précédente, lui imposer un dépla- 
cement inverse. Par conséquent, la somme des travaux effectués durant 
cette déformation par toutes les forces données appliquées au fluide doit, 
pour l'équilibre, être égale à O. 

Calculons cette somme : 

Soit dv le volume de l'une quelconque des tranches en lesquelles le filet a 
été partagé. Soit p la densité en un point d'une de ces tranches, de la 
trcinche cr/e/ par exemple. La force qui agit sur cette tranche élémentaire 
a pour composantes pXrfp, pYrft', pZrfp. Désignons par dx^ dy^ dz les 
projections sur les axes de coordonnées de la longueur infiniment petite com- 
prise entre le point d'application de la force qui agit sur la tranche cdef et 
le point d'application de la force qui agit sur la tranche suivante. Le travail 
de la force que nous venons de considérer sera 

Pour obtenir le travail des forces appliquées aux divers éléments de volume 
du fluide, nous aurons à faire la somme d'autant de termes analogues à celui- 
là qu'il y a de tranches entre AB et A'B'. Cette somme aura pour valeur 

d{^fp {\dx-hY dy-hZdz)y 

l'intégrale étant une intégrale curviligne étendue à une ligne qui passe par 
tous les points d'application des forces qui solUcitent les éléments de volume 
du canal considéré. On peut, si Ton veut, supposer que cette intégrale 
s'étend à une génératrice ASA' du canal, génératrice qui diffère infiniment 
peu de la ligne précédente. 

Prenons un point O sur l'élément AB ; par ce point, menons une parallèle 
()P à la direction de la pression en un point de l'élément AB, une normah» 
ON à l'élément AB, normale dirigée vers l'intérieur du fluide, enfin une pcV 
rallèle OD à la tangente en A à la ligne AA', cette tangente étant menée 
également vers l'intérieur du fluide. 

Prenons de même un point O' sur l'élément A'B'. Par ce point menons 
une parallèle O' P' à la direction de la pression en un point de Pélément A'IV, 
une normale O'N' à la surface A'B', cette normale étant dirigée vers Tinté- 
rieur du fluide, enfin une parallèle O'D' à la tangente en A' à la Hgne AA', 
cette tangente étant dirigée également vers l'intérieur du fluide. 
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La force qui agit sur rélément AB = o) a pour valeur Po). Si nous dé- 
signons par £ la longueur dont se déplace le point O, parallèlement à OD, 
lorsque AB vient en ab^ le travail effectué par cette force est 

Pw£COS(POI)). 

La force qui agit sur Télément A'B'= w' a pour valeur P'o)'. Si nous dé- 
signons par c' la longueur dont le point O' se déplace parallèlement à D'0% 
lorsque A'B' vient en pq^ le travail effectué par cette force est 

— P'&)'£'C0S(P'0'D'). 

La somme des travaux de toutes les forces appliquées au liquide est 
maintenant aisée à former. En égalant cette somme à O, nous trouvons 
Tégalité 

P&)£Cos(POD)-P'a)'£'cos(P'0'D')-f-c/f r p{\dx ~^\ dv -\-7.dz)^o. 

Cette égalité peut se transformer de la manière suivante : 

Si nous désignons par N le dièdre formé parles demi-plans PON, DON, 
et par ^' le dièdre formé par les demi-plans P'O'iV, D'O'N', nous aurons 

cos(POl)) =cos(PON) cos(I)ON) > siii(P()N) sin(l)ON) cosN, 

cos(P'0'l)')=icos(P'0'N')cos(l)'0'\')4-sin(P'0'N')sin(D'0'N')cosN'. 

D'autre part, nous aurons 

^/i'=w£cos(DON) = co'£'cos(D'0'N'). 
L'égalité précédente deviendra donc, on supprimant le facteur r/r, 

(i) P[cos(PON) 4-sin(P0N) tang(I)ON) cosN ] 

- P'[cps(P'0'N') -4- sin (P'O'N') tang(D'O'N') cosN'] 

A' 

p{\dx ^\ dy -{-7jdz) — o. 



X 



Telle est ré(|uation fondamentale que nous allons discuter. 

7. Sur la ligne AA' [)renons deux [)oints M et M'. Soit S un point de cette 
ligne située entre M et M'. \a\ ligne A A' ayant été choisie à volonté à Tinté- 
rieur du fluide, on aurait évidemment pu substituer à Tare MSM' un autre 
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arc MS'M, quel que soil d'ailleurs cet arc, pourvu seulement qu'il soit tout 
entier situé à l'intérieur du fluide. On aurait pu recommencer les calculs 
précédents en substituant un canal ayant pour génératrice la ligne 
AMS'M'A' au canal ayant pour génératrice la ligne AMSM'A'. Au lieu de 
l'équation (i), on aurait obtenu une nouvelle équation dont les deux pre- 
miers termes eussent été identiques aux deux premiers termes de l'équa- 
tion (i). Seulement le troisième terme, au lieu d'être l'intégrale curviligne 

Cp(\dx~hYdy-{-Zdz), 

prise le long de la ligne AMSM'A', eût été la même intégrale curviligne 
prise le long de la ligne A M S' M'A'; ces deux intégrales doivent être iden- 
tiques. 

Si, pour abréger, nous désignons l'intégrale curviligne 

Cp(\da:-\-\dy-\-Z dz), 

prise le long d'une certaine ligne par la seule désignation de cette ligne 
mise entre parenthèses, nous pourrons écrire, d'après ce qui précède. 



Mais on a 



(AMSM'A') = (AMS'M'A'). 

(AMSM'A') =:(AM)-+-(MS]Vr) -f-(M'A'), 
(AMS'M'A') = (AM) 4- (MS'M') -\- (M'A'). 



On a donc 



(MSM') = (MS'M'), 
égalité qui peut s'énoncer ainsi : 



IJ intégrale cuniligne 



fp{\dx-^Ydy-¥Zdz), 



prise le long d^une ligne quelconque située entièrement à l'intérieur du 
fluide a une valeur qui peut bien dépendre de la position des extré- 
mités de cette ligne y mais non de sa forme. 

Les propriétés connues des intégrales curvilignes permettent de trans- 
former cet énoncé en cet autre : 

// existe une fonction W de x^ y, z uniforme y finie et continue en tous 

IV. - Fac. de T. G. 2 
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les points de l'espace occupé par lejluide, telle que l'on ait 



pX = - 



Ôj: 



âz 

ce qui peut encore s'exprimer en disant que l(^s forces qui asrissrni sur 1rs 
particules du fluide admettent une fonction des forces — W. 

Cette première condition, sans laquelle rêquilibre du fluide osl impos- 
sible, a été, on le sait, découverte par Clairaut ^ ' ). 

8. Désignons par W la valeur de la fonction W(x, \\z) au point A el 
par W' la valeur de la même fonction au point A . Nous aurons 

et Tégalité (i) deviendra 

(3) P[cos(PON) ^sin(POX) lang(IK>N) cosN]-W 

- P'lcos(P'O'N') -h sinCP'O'N) tang(D'f r\') cosN ] - W = o. 

La forme de la ligne A A' est arbitraire: les directions OD. O D sont 
donc arbitraires. L'égalité (3) doit rester vraie quelles que soient ces deux 
directions. Ces deux directions dépendent des quatre variables arbitraires 
(DON), N, (D'0'N'>, N'. Les quantités P. P . W. AV sont indépendant. •> 
de ces variables. Par conséquent, on voit qu<*. si P n'ost j»asnul. la quantité 

cos(PON ) -4- sin(PON ) tangaMiN ; ro>N 
doit être indépendante des angles N et (DON >, ce qui «.'xig*; qu*' Ton ait 

et que, si P' n'est pas nul, la quantité 

cos(P'()'N')-- sin^P O \ .laii-'I> ON ;va,^\ 



( V <^i-\iR\l'T, Théorie de la fif^ure de la Ttrr^. 
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doit être indépendtintc des angles N' et (D'O'N), ce qui exige que Ton ait 

sin(P'0'N')=:o. 

On voit donc que toute pression qui n!est pas égale à O doit être nor- 
male à Vclénient auquel elle se rapporte. C'est la proposition démontrée 
pour la première fois par M. J. Moutier. 

Jusqu'ici P et P' représentaient deux quantités non affectées de signe. 
Maintenant que nous savons qu'une pression est normale à l'élément auquel 
elle se rapporte, comptons comme positive une pression dirigée vers Tinté- 
rieur du fluide, comme négative une pression dirigée vers Textérieur. Si 
nous observons que, dans le premier cas, cos(PON) a pour valeur i et que, 
dans le second cas, cos(PON) a pour valeur — i, nous voyons sans peine 
que le produit de la valeur absolue de la pression par cos(PON) est tou- 
jours égal à la pression en grandeur et en signe. Moyennant celte re- 
marque, jointe aux résultats précédents, Tégalité (3) peut s'écrire 

(4) PH-W=P'-f-W', 

et s'énoncer ainsi : 

La somme de la pression et de la fonction W(x, y^ z) a la même va- 
leur en tout point de la surface déformable qui limite le fluide. 

9. La modification virtuelle dont nous avons déduit les résultats précé- 
dents était une modification réversible. Nous allons achever de déterminer 
les conditions d'équilibre en considérant une modification non réversible. 
Voici comment nous définirons cette modification. 

\ous prendrons un filet infiniment délié {fig- 2) partant du contour d'un 

Fig. a. 




élément de surface MN pris en un point quelconque à l'intérieur du fluide 
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el aboulissanl à un élément AB de la surface déformable. Nous prolongerons 
même ce canal un peu au delà de rélémcnt AB. 

Par des sections infiniment rapprochées les unes des autres, aô, crf, 
f/, . . . , m/i, nous partagerons ce filet en tranches infiniment petites de même 
volume. Nous mènerons même au delà de AB une dernière section /?y, dé- 
tachant une tranche A.^pq de même volume que les précédentes. Puis nous 
amènerons le fluide de la tranche MNaô dans la tranche abcd^ le fluide 
de cette dernière dans la tranche cdef^ . . . jusqu'au fluide de la tranche 
mn AB qui viendra occuper la tranche KRpq. 

Dans cette modification, toutes les masses élémentaires qui ont été dé- 
placées ont conservé leur volume, comme dans la modification précédem- 
ment étudiée; seulement la continuité du fluide a été détruite; la tranche 
MNaô, pleine avant la modification, est vide après. La nouvelle modifica- 
tion n'est pas réversible; si nous ramenons le système dans l'état où il était 
avant cette modification, il ne nous sera pas possible de donner ensuite aux 
diverses parties qui le composent un déplacement inverse de celui que nous 
leur avons donné dans cette modification, car le fluide de la tranche a^MN 
serait empêché de se mouvoir par le fluide qui environne le filet. Par con- 
séquent, selon la remarque de Gauss, la somme des travaux eflçctués durant 
cette modification par les forces qui agissent sur le fluide n'est qu'exception- 
nellement égale à O; en général, elle est négative. 

Cette somme se compose : 

i*' Du travail des forces appliquées aux diverses tranches du filet. Si l'on 
désigne par di^ le volume de l'une quelconque de ces tranches, ce travail a 
pour valeur 



•-'M 



ou bien, en désignant par W la valeur de la fonction W(j7, j, ;;) en A et 
par W la valeur de la même fonction en M, 

^r(W'-W). 

2« Du travail de la force Pw appliquée à l'élcnicnt AB. Soit £ la lon- 
gueur A/?. Par un point O de AB, menons une normale OP à AB et une 
parallèle OD à la tangente en A à la courbe MA, ces deux lignes étant di- 
rigées vers l'intérieur du fluide. Le travail de la force Pcj sera 



— Pc.)ecos(POD), 
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F étant affecté d'un signe conforme à la convention arrêtée précédemment. 
Mais (ji£ cos(POD) représente le volume rfp de la tranche ABpq. En écri- 
vant donc que la somme des travaux virtuels effectués dans la modification 
considérée est nulle ou négative, on trouve 

Or rfp est essentiellement positif. Cette condition peut donc être rem- 
placée par la suivante 

(5) P4-W--W'>o. 

Le point M, auquel se rapporte W, est un point quelconque pris à Tinté- 
rieur du fluide; choisissons-le infiniment voisin du point A; W — W de- 
viendra infiniment petit, puisque la fonction W est continue à l'intérieur du 
fluide, et la condition (5) deviendra 

P>o, 

ce qui, en vertu de nos conventions sur le signe de la pression, signifie que, 
si la pression en un point de la surface déformable d'un fluide en equi-^ 
libre n est pas nulle y elle est dirigée vers V intérieur du fluide. 

D'autre part, désignons par Wo la plus grande valeur que prenne W à 
rintérieur du fluide (en admettant qu'il en existe une), et supposons que le 
point M soit l'un des points où W atteint la valeur W^,. En vertu de la 
condition (5), nous devrons avoir 

(6) P-hW>Wo. 

La valeur constante que la somme de la pression et de la fonction W 
prend sur la surface déformable du fluide est au moins égale à la im- 
leur la plus grande que la fonction y^ prenne à l'intérieur dujluide, 

10. Les deux classes de modifications virtuelles que nous venons d'étudier 
nous ont fourni un certain nombre de conditions d'équihbre. Ces conditions 
sont nécessaires. Sont-elles suffisantes? Nous allons faire voir que, si Ton 
impose aux divers éléments de masse du fluide une déformation et un dépla- 
cement quelconques qui ne fassent pas varier le volume de ces éléments, le 
travail effectué durant la modification virtuelle ainsi produite par les di- 
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verses forces appliquées au fluide est nul ou négatif. Il résultera de là que, 
si le fluide est incompressible, les conditions que nous avons trouvées suffi- 
sent à en assurer l'équilibre. 

Sf)it un point de coordonnées x, y^ z pris à Tintérieur du fluide. Dans la 
modification virtuelle que nous considérons, la particule fluide qui se trou- 
vait initialement au point de coordonnées x, ^, z subit un déplacement dont 
les projections sur les trois axes sont ôx, 2)^, oz. Nous poserons 

àx -11 li dt, 
ov — r 0/, 

0/ étant une quantité infiniment petite qui a une même valeur positive pour 
tous l<»s {)oints du système. Nous nous restreindrons à Tétude des déforma- 
tions dans les(ju<»lles chacune des trois quantités w, r, kv est une fonction de 
./•, y y z uniforme, finie, continue, admettant des dérivées partielles du pre- 
mier ordre en tous les points de l'espace occupé par le fluide. 

(Considérons un élément de niasse du fluide. Avant une modification quel- 
conque, il occupe un volume 

r/cT ~ (Ix dv dz. 

Il est facile de Noir <|u'a[)rés la modification il occupe un volume 

drri -r- o du^ - M -^ 1 "^ - H- x h v 






<Mi sorte (ju<* Ton a 

DémonlioiJ»- rt^XU-^ j»roj><>silion. 

Soit ^ uîu' ^usiiii^- f'-j jjjé<; qui se déforme et vient en a'. Son volume 



aiifîiiKMile d*' 



oC^-TÔ I I I dxdydz. 



On prul ï'é'\iiU.*t «utn^m^Mil. L'élément /:/j vient en (h\ Si £ est la dis- 
liincr normal*' d"»^ d-^ux élémenls comptée positivement lorsque d^' est à 



«■■■^.. _^ 



DES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE l'hYDROSTATIQUE. C].i5 

rextéricur de la surface a, il est facile de voir que 



de 



:= ^ed<7. 



Mais on a, en désignant par n la normale intérieure à la surface, 

€ = — dt[ucos{n^x) -+- V cos(/i,7) -+- ircos(/i, 5)]. 

On a donc 

W = — it V[acos(/i, Jî)-|- i'C0S(/i,/)-4- wco%{nyZ)\d(j. 

Or 

V[acos(/i, a:) -t- i?cos(/i,y) -4- w(io^{n^z)\d(j 

On a donc, en égalant les deux expressions de 50, 

Si rintégration s'étend au volume dxdydz lui-même, on trouve 

i dx dy dz ^=1 àt ( -z h -^ h *t— \dœdY dz, 

^ \ôx dy àz ) ^ 

C. Q. F. D. 

Si, comme nous le supposons, chaque élément de masse garde dans la 
modification un volume invariable, nous aurons, en vertu de l'équation (7), 

/o, du dv d^v 

Dans la déformation considérée, les forces appliquées au fluide qui rem- 
plit l'élément de volume dx dy dz eflectuent un travail 

{\ix-\- Y èy -\- 7.iz)p dx dy dz. 

Si l'on remplace X, Y, Z, au moyen des égalités (2), par leur expression 
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(îii fonction de W, ce travail peut s'écrire 



— ( -T — W H — r— i' H — 7— W I Où dx dy dz^ 
\ ax oy az ) 



et la somme des travaux des forces appliquées aux éléments de masse du 
fluide a pour valeur 

rinlégrale triple s^élendant au volume entier du fluide. 

Désignons par (/i, a;), {n^y)^ (n^ z) les angles que fait avec les directions 
[)()sitives des axes coordonnés la normale à l'un des éléments do) de la sur- 
face déformable, cette normale étant dirigée vers Tintérieur du fluide. Les 
com[)osantes de la force qui agit sur l'élément doy sont 

P cos(/i,a)ûfci), F cos(At, j)<iG), P cos(ny z)drji; 
le travail de cette force est 

P[// cos(/i, x) -^ i^coiy(n,y) -h ivcos(/î, z)]dtd(»), 

(»l le travail de toutes les forces qui agissent sur la surface déformable du 
fluide est 

o^ ^V\ijn:o)i(ri,x) 4- i-cos(/i, r) + n' cos{n, z)]d(ùf 

la sommation »^Vt'fndaJJl à tous les éléments d(M de la surface déformable du 
flni(l(*. 

La somme d<!*»^ \rii\'à\j\ vjjtuels efl'eclués dans la déformation considérée 
par toutes b;^ iosf.-^^h appliquées au fluide est 

J J J Oj dy ôz J ^ ) 

'r<»lle est la qij'>;ï^;> »ju jl l<iui «J» monlnT être toujours nulle ou négative. 

I *i)uv fain- ^y • r^- '^ .t.'j vr^-^l t <ii iorj, jjouî^ allons, conformément à une méthode 
fréquemm^mt ^«jfJ/yy ru AnalNbe, transformer l'intégrale triple en inté- 
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grale double. Mais auparavant une remarque est nécessaire. Dans le dépla- 
cement considéré, il peut arriver que le fluide reste continu; alors, après h» 
déplacement, le fluide occupe un volume à connexion simple comme avant 
le déplacement. Au contraire, durant ce déplacement, il se peut que des 
cavités se creusent dans la masse fluide. Dans ce cas, avant le déplacement, 
le fluide occupait un espace à connexion simple, limité par une surface 
fermée a; après le déplacement, il occupe un espace à connexions inultij)les, 
limité, d'une part, par la surface a déformée et devenue a' et, d'autre part, 
par les surfaces S, 2', ... des cavités creusées dans son intérieur. 

Pour pouvoir embrasser à la fois tous les cas dans nos calculs, nous sup- 
poserons que l'intégrale triple s'étend a un espace à connexions multiples, 
limité par une surface extérieure a et par des surfaces intérieures L, £',..., 
toutes ces surfaces subissant dans le déplacement virtuel des déformations 
quelconques. Nous déduirons de cette hypothèse générale les hypothèses 
relatives aux cas particuliers qui nous intéressent, en supposant ou bien (jue 
les surfaces 2, £', ... renferment chacune un volume nul au commencement 
comme à la fin de la modification, ou bien que chacune de ces surfaces ren- 
ferme un volume nul au commencement de la modification et un volume 
infiniment petit à la fin. 

Donc, dans le calcul que nous allons faire, nous pourrons supposer que 
la modification virtuelle ne crée aucune cavité à l'intérieur du liquide. Nous 
pourrons, par un artifice entièrement analogue, supposer qu'il ne s'en crée 
pas non plus entre le liquide et le solide. 

Cela étant, si nous portons toujours la normale à une surface vers l'inté- 
rieur du fluide en contact avec cette surface, il est facile de voir que nous 
avons 



H — r — r H ; — il' 1 ajT clY dz 

()y ôz 



~ — V W[w cos(/î, j:-) -h ('cos(/i, v) -h irros(//, z)]d7 

— V W[// cos(/j, x) 4- rcos(/4, >') -H trcO!>( 71, z)\ cil 

— V W[mCOS(aj, J7) -h (•cos(/i, v) -+- irCOS(/i, z)]cH' 



IV. — Fac. de T. C3 
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L'éf^alité (9) deviendra donc 
(10) o^zzziti V P [acos(/i, x) -h rcos(/i,7) -+- «*cos(/i, s)]cf6j 

-h V W[mCOS(/ï, a?) H- l'C0S(/l,7) -hlVCOS(/I, 5)]ûfa 

-h V W[acos(/i, 07) -+- i'cos(/i, v) 4-ivcos(/i, 5)]rf2 

H- V W[i/ cos(/i, x) -h t'cos(/i, r) -4- «'cos(/i, 5)] ef2' 
-f- 

Mais cette égalité (10) va subir de notables simplifications. 
Kn premier lieu, Tégalité (8) 

du âi^ dw 

dx dy dz 

fait disparaître le dernier terme. 

La surface a, à laquelle s'étend la deuxième sommation, se compose de 
la surface déformable cj et de la surface de contact cj' du fluide avec les so- 
lides invariables qui peuvent Tenvironner. 

Mais, le long de la surface o)', on a 

U COS(/l, x) -h l' cos(/i, j) 4- ircos(/i, z) — o. 

En effet, la quantité 

$t[u COS(aI, x) 4- i'C0S(Al,7) 4- wcosC/i, z)] 

rei)réscntc la distance qui existe après le déplacement entre la nouvelle po- 
sition de Télénient rfw' de la surface du liquide et la surface du solide, celte 
distance étant comptée positivement si rfco' est à Textérieur du solide. 

Or cette distance ne peut elre négative, car le liquide ne peut pénétrer 
dans le solide; elle ne peut être positive, car, contrairement à Thypothèse, 
il se serait formé une cavité entre le solide et le liquide. Elle est donc nulle, 
et Ton a, en tout point de w', 

ucos(fi,x) 4- ^cos(nyy) 4- ivcos(/i, «) = 0. 



DES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE l'hYDROSTATIQUE. ^^^-^9 

On peut donc supposer que la seconde sommation s'étend seulement à la 
surface o) et réunir les deux premières sommes en une seule 

V (P 4- W)[ucos(nfX) -^v cos(n^y) 4- ii'COs(Ai, z)]d(,). 

Mais nous avons vu (n*' 8) que (P -4- W) a la même valeur en tous les points 
de la surface w. Si nous désignons cette valeur par a, la somme précédente 
pourra s'écrire 

a X [ucos{n^x) 4- vcos(n,y) -+- wcos(n, z)]d(ji. 

Désignons par §6 Taugmentation subie pendant la déformation par le 
volume qu'enferme la surface a. Il est bien facile de voir que l'on a 

M =3 — 3^ V[i/cos(/i, a?) H- i'C0s(/i,7) -h «'cos(/i, z)]d(T 

=^ — dt^[u cos(n^ x) -h t'COs(/i, j) -h i^cos{n,z)]d(»). 

La somme des deux premiers termes de l'expression (10) de §6 a donc pour 

valeur 

— a d9. 
L'intégrale 

V \V[WC0S(/1,^) -H ^^008(71, 7) 4- «'COS(/l, 5)] dl 

s'étend à une surface £ qui, dans toutes les hypothèses qui nous intéressent, 
renferme un volume nul ou infiniment petit. Si nous désignons par A la va- 
leur de W en un point de ce volume, cette intégrale pourra s'écrire 

A ^[w cos{n,x) -h i'Cos(/î, v) -+- i»'COs(/t, z)]dl. 

D'ailleurs, quelle que soit la surface 2, si l'on désigne par S© l'accroisse- 
ment subi pendant la modification par le volume qu'enferme cette surface, 
on aura 

d0=::3^ W [acos(/i, x) -h Pcos(/i,7) -h W cos{n, z)]d2. 

Le troisième terme de l'expression (ro) de §5 a donc pour valeur 

Aie. 
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De même, si Ton désigne par A' la valeur de W en un point du volume 
infiniment petit enfermé dans la surface 2' et par S©' raccroisscment de ce 
volume, le quatrième terme a pour valeur 

A' de', 

et ainsi de suite. 

Si Ton réunit tous ces résultats, Tégalité (lo) devient 

(II) dG = A (îe -+- A' 06' 4- . . . — « 39. 

Supposons en premier lieu que la modification virtuelle imposée au fluide 
soit une modification réversible; par Teflet de celte modification, aucune 
cavité ne se creuse à l'intérieur du fluide. Les volumes 0, 0', ... restent 
identiquement nuls. D'ailleurs, dans ce cas, Sô représente ràugmentation 
du volume occupé par le fluide, et cette augmentation est nulle, puisque 
chaque élément de masse garde dans le déplacement un volume constant. 
On a donc 

oG z= o. 

Supposons en second lieu que la modification virtuelle imposée au fluide 
soit une modification non réversible. Des cavités se creusent dans la masse 
fluide. S0, §0', . . . sont les volumes de ces cavités. L'accroissement du vo- 
lume occupé par le fluide est 

Cet accroissement devant être nul, on a 

S9 = dS-{- dS' 



ce qui permet d'écrire l'égalité (i i) de la manière suivante : 

(55 = ( A — a) (îe -+- (A'— a) èS' 



Les quantités ô0, §0', . . . sont essentiellement positives. D'autre part, 
d'après ce que nous avons vu au n** 9, la valeur constante a que prend 
P -h W sur la face déformable est au moins égale à la plus grande des va- 
leurs que prend W à l'intérieur de l'espace occupé par le fluide. Les quan- 
tités (A — a), (A' — a), . . . sont donc au plus égales à o, et l'on a 

ô5<o. 
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Ainsi, si l'on impose au fluide une modification virtuelle quelconque 
qui laisse invariable le volume de ses dii ers éléments de masse ^ le travail 
effectué par les forces qui agissent sur le fluide est nul si la modifica- 
tion est réçersiblcy négatif ou exceptionnellement nul si la modification 
n est pas réversible. 

Cette proposition montre que les conditions que nous avons trouvées 
aux n^^l etSj nécessair^es pour l'équilibre d'un fluide quelconque dénué 
de frottement^ sont en même temps suffisantes pour l'équilibre d'un 
fluide incompressible, 

iV. — Pression à l'intérieur d'un fluide. Forces qui peuvent assurer 

l'équilibre d'un fluide. 

11. Un fluide étant en équilibre, partageons-le en deux parties par une 
certaine surface S passant par un point M choisi arbitrairement à son inté- 
rieur. Puis, en supposant que chacune des particules fluides qui se trou-^ 
vent d'un certain côté de la surface S continue à être soumise aux 
mêmes forces données que par le passé, supprimons tout le fluide situé 
de l'autre côté de cette surface, de façon que cette dernière devienne libre- 
ment déformable. Le fluide restant ne sera plus, en général, en équilibre. 
Mais, si le fluide est incompressible , on sera assuré de maintenir cet équi- 
libre par des forces convenablement appliquées aux divers éléments d(î la 
surface S. Ces forces nous sont données par lés théorèmes précédents. Si 
Ton entoure le point M par un élément dco tracé sur la surface S, la force 
V doy supportée par l'élément o) sera normale à la surface S et dirigée du 
côté de cette surface où se trouve le fluide qu'on a conservé. De plus, en 
désignant par — W la valeur de la fonction des forces au point M et en 
conservant à la lettre a la signification qu'elle a au n** 10, nous aurons 

(12) P-+-W=a. 

Les conditions d'équilibre seront réalisées. 

En eflel : 

1° La pression sera normale; 

2^ Elle sera positive ou nulle, car a est au moins égal à la valeur de \V 
au point considéré; 

3"" En tout point de la surface déformable, on aura P -h W ^ a; 



i" \j^> {','r^t ^.//fitifj'J'rrofil a vérifi'-r les rHations 
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4 i \uU*%\^*M\' du lliiid*', [)iiis(|u Viles n'auront pas changé; 

i*^ l'jjliii a H*ra au moins rgal à la })lus grande des valeurs de W dans la 
paf'lM' fVhtanU' du lluidr. 

I.V'galiW* (\*x) montre que la (juantité P dépend uniquement en gran- 
deur de la situation du point M et nullement de rorientation de Félémenl 
//oi ou i\i* la formi* d<' la surface S. De là \vt nom de pression au point M qui 
lui a élé flonné. 

On voit que la condition ^r^W indique (jue la pression est positive ou 
///////' m loul point intérieur aujluide. 

\ rintéfiriif (ruri fluide compressible, nous nommerons pression la 
quantité l' ralcidér |)ar la même règle que pour les fluides incompressibles . 

l/éjralité M'».), qui définit la pression au point M, entraîne les égalités 
î"jr. ;*nt''r 
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ri\ vriiii d<'hqu<'llc-« lo «-jTfdil'^ ( '1 ) d»,*>i»'nnent 
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Oz 

( >s <l«»rniér<\s é^iiliiéh soûl lié> fVi'-rpj»Miiniirit r*rrij»lo\écs. ( )n l«*ur donne h 
nom i\ èf/ua/ions/ondamentales de IHydrostatifjue. 
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12. La notion de pression en un point pris à rinlerieur d'un fluide pré- 
sente une grande importance dans Tétude des fluides compressibles. 

Un fluide est compressible si la densité de chacun de ses éléments do 
volume varie avec les déplacements et les déformations imposées à la masse 
fluide dont il fait partie. Cette densité est donc fonction : i" d'un certain 
nombre de paramètres a, p, ... qui varient d'un élément de masse à un 
autre, mais qui, pour chaque élément de masse pris en particulier, gardent 
une valeur invariable; 2® d'un certain nombre de paramètres qui varient 
non seulement d'un élément de masse à un autre, mais aussi pour un même 
élément de masse avec les déplacements et déformations que Ton fait subir 
à la masse fluide. Dans l'étude de l'Hydrostatique, on se limite au cas où il 
n'existe qu'un seul paramètre de la seconde classe et où ce paramètre est la 
grandeur de la pression au point où se trouve l'élément considéré, en sorte 
que l'on a 

Si les paramètres a, ^, . . . ont la même valeur pour tous les éléments de la 
masse fluide, la relation précédente devient simplement 

(i^bis) p=:4)(P), 

Ce cas particulier, qui a une grande importance, se nomme le cas desjluides 
compressibles homogènes. 

13. Un fluide ne peut pas être en équilibre sous l'action de forces quel- 

a 

conques. Les forces qui agissent sur un lluide ne pourront l'amener à l'état 
d'équilibre s'il n'est pas possible de vérifier les équations 

(^) 'P^=-^' 

par un choix convenablq de fonctions de x, y, z pour p et W. De ces équa- 
tions on déduit 
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on l)I<M) 

Trilc est l'éj^^alité que vérifient nécessaireiiieiit, dans Tétat d'équilibre, les 
composantes X, Y, Z de la force rapportée à l'unité de masse. Pour étudier 
les conséquences de cette égalité, nous avons deux cas à distinguer. 

1** Il i)eut arriver que X, Y, Z soient des fonctions de x, /, z indépen- 
dantes, dans leur forme, de la dis[)osition (ju'affecle la masse fluide. Ccsl 
ce qui arrive, lorsqu'on envisage un fluide soumis à faction de la pesanteur, 

à l'attraction suivant une loi quelconcpie d'un ou de plusieurs corps fixes, 

\ous nommerons ce cas le cas des forces rxtcrirurrs. 

-2" Il peut arriver, au contraire, ipic chacune des quantités X, Y, Z soit, 
pour un arrangement déterminé de la masstî fluide, une fonction de x,^, 5, 
mais (pie la forme d<* cette fonction varie avec l'arrangement attribué à la 
mass<' fluiilr. (Test ce qui arrive, par exempli*, lorsque les diverses parti- 
cules du fluide exercent les unes sur les autres des attractions, comme dans 
les d<»ux problèmes de la figure d(*s planètes, de la figure d'équilibre des 
fluides soumis à la capillarité et, plus généralenuMil, toutes les fois que le 
fluidiî est soumis a Taction (h* forces intérieures. 

Il <*st prescpic inq)()ssil)le de rien din* sur le second cas sans avoir précisé 
par (piel([ue hypothèse la manière dont les fondions de x^ y^ z qui reprê- 
sentcMit X, Y, Z dépcMulent de la configuration du fluide et de rarrangement 
de ses paities. Au contraire, l'étude générait» du premier cas peut être 
poussée assez avant. Pour le moment, nous nous bornerons à considérer ce 
premier cas. 

Le fluidc! est donc soumis ii des forces extérieures, tell(»sque les quantités 
\, \ j Z soi(»nt des fonctions de ./*, r, z complètement indépendantes, dans 
leur forme, de Tarrangement des diverses parties du fluide. Si X, Y, Z nr 
vérifient pas identi([uement Tégalité (i >), il est inutile de pousser plus loin 
Tétude de ces forces. Elles ne peuvent maint<*nir aucun fluide en équilibre. 

Si, au contraire, X, Y, Z sont (l(\s fonctions de x*,y, z qui vérifient iden- 
tiquement l'égalité (i >), on sait, par Téluiliî des é(|uations diflVTenticlIes, 
qu'il existe une infinité de fonctions de ./•, j', z (jui, mises à la place de c, 
transforment l'expression 

en la diflërenlielle totale d'une fonction (' - W ) de j;, v, z. Cette fonction 
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pourrait n'être pas uniforme à l'intérieur du fluide. Les facteurs intégrants 
en question seraient à exclure, ou bien, par des coupures, il faudrait rendre 
\^ fonction uniforme. Chacune de ces solutions correspond alors à un étal 
d'équilibre d'un fluide. 

14. Parmi les forces qui vérifient Tégalité (i5), citons celles pour les- 
quelles il existe une fonction V(x,y, z) uniforme, finie et continue en tous 
les points du fluide, telle que l'on ait 

V ^^ 

^ OY 

Nous donnerons à la fonction Vie nom à^ fonction potentielle {^)^ employé 
tout d'abord par Green dans un sens plus restreint. 

Ces forces sont les seules qui puissent maintenir en équilibre un fluide 
homogène et incompressible, car ce sont les seules pour lesquelles l'expres- 
sion 

devient une diflerentielle totale, p étant une constante. 

D'une manière plus générale, ces forces sont les seules qui puissent 
maintenir en équilibre un fluide homogène compressible ou non com- 
pressible. 

\\ï\ effet, pour un fluide homogène et compressible, la densité est fonc- 
tion seulement de la pression et en est une fonction continue, et, comme hi 
pression ne diffère de W que par le signe et une constante, on devra avoir, 

dans l'état d'équilibre, 

P^<I>(W), 

<t> désignant une fonction continue de W. On aura donc, dans l'état d'équi- 
libre, 

*( W) (X dx-^\dY-^l dz) --dW 



(*) Nous admettons ici entre la /onction potentielle et \e potentiel la distinction établie 
par Clausius (La /onction potentielle et le potentiel ^ Paris. 1870). 

ly. -Fac. de T, C./| 
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ou l)ifrii 

m (l(*si^nant par W^ uiir valiMir cirliilrain* de» VV rt on posant 

w 

eAV, 



' ^X. ^ 



W) 

ce qui écpiivaut aux é{ifalités (iG^ oUlénionlro la proposition énoncée. 
Mais on peut aller plus loin. Kn vertu des éfjalilés (iG), Texprcssion 

\d,^-^ \dy-\-'Ldz 

admet pour factcîur intégrant l'unité (»t est alors éf^alc! à — JS . 

Il en résulte (pie la forme la plus jjénérale de son facteur inté^^rant p esl 

(17) .^ -/(V), 

y nîprésentant une fonction continu<', ou discontinue seulement pour des 
valeurs isolées dcî V. Si l'on accepte? ce facteur intéj^rant et si l'on désigne 
[)ar V„ une valeur arbitraire d(î V, on a 



(iS) W:- r/(V)</V..K(V) 



et, par conséquent, 

(19) P- — K(V) \- a. 

F^cs surfaces définies par l'équation 

V -- consi. 

jouissent donc de la double propriété d'être des surfaces d'égale densité 
|é}çalité (17)] et des surfaces d'égale pression [égalité (ï8)]. On a donné à 
ces surfaces remarquables le nom de surf aces de nii^eau, dont l'origine» est 
dans Tétudc des fluides à surface libre. 

15. On donne le nom dti Jluide à surface libre à un fluide limité par 
une surface déformablc qui ne supporte aucune pression. I/égalité 

qui a lieu, en général, pour tous les points de la surface déformable qui li- 
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mile un fluide, devient, dans ce cas, 

W-a. 

La surface libre d*un lluide jouit donc de cette propriété que la fonction AV 
a la même valeur en tous les points de cette surface. Cette propriété en en- 
traîne une autre; soient, en effet, dx, dy^ dz les projections d'un élément 
linéaire tracé sur la surface W = a. Nous aurons 

-; — dx H — r— dv H 7~ dz-zzo 

ÔJr or ' ôz 

OU bien 

p ( \ r/.r -+- V ^/ -4- Z ^v ) = o. 

Comme la densité n'est pas nulle, cette égalité démontre qu'f^/^ tout point 
de la surface libre d* un fluide ^ et plus généralement en tout point d^une 
surface W = const., la force est nulle ou normale à la surface. 

Si les forces agissant sur le fluide admettent une fonction potentielle V, 
nous avons, en vertu de l'égalité (i8), 

Vf^C f{\)d\^V{W). 

La surface libre du fluide est donc une des surfaces V = const. 

On donne le nom de surface de niveau, dans le langage de chaqui* jour, 
à la surface libre des liquides pesants. La pesanteur étant une force (pii 
admet une fonction potentielle, cette surface de niveau est une surface pour 
laquelle la fonction potentielle de la pesanteur est constante. Il est naturel 
d'étendre ce nom de surface de niveau à toute surface définie par Tégalité 

V — const. 

Comme, en général, les surfaces W = const., les surfaces V = const. jouis- 
sent de la propriété d'être en chaque point normales à la direction de la 
force. 
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IV, - Stahililé de Véquilibre d^ un fluide à surface libre soumis 
à d4',H forces extérieures qui admettent une fonction potentielle. 

\(f. OmHicIfTons un fluide soumis à des forces extérieures admettant une 
ifmtXioii potentielle V. On a 

dx 

* — — T~' 



^VirrnoriH l'expression 

il- f f fpWdxdydz, 



H lîlierehons la variation qu'elle subit lorsqu'on impose au fluide une modi- 
tii'Mium (\m laisse invariable le volume de chacune de ses masses élémen- 

Soient ojr, i\\ cz les composantes du déplacement d'un point de la par- 
ticule de masse z dx dy dz. Avant 1»? déplacement, cette particule fournissait 
k il un teruH' 

i y dr. dr dz, 

^^iff"^ !'• d/'p^'^-ffi-mt. -rll** foripnif. à \a nouvelle valeur de û un terme 



\ - "..r ■ -i V *jZ I d.r dy dz^ 

///: *iv ' Oz ) -^ 



I» ' 



/<k <u\t\if><*' 'pi'* I*: 'J'rplar>^m«*nt n'aif. pa* altéré sa densité. 
* /* 9AttHUou d*' il *:*f. donr. la -^ommrr drs expressions telles que 

/ 'iV ,i\ ^\ , , , . 

'. ' «^ /• - - "^v ■ ■ '',z 1 nr dy dz 

{'iuiii.4./ j/«/ Im divi-fv-^ pfirt.imli*^ «lii lirpiii-r. ce qui peut s'écrire 

/.î< / / /. '^.r . ''^^^. .- ''""^z^drdydz 

J J J Or 0/ ' Jz 

ou iji<,i 4 y. *;/ ity$,,9iii p-ir vr U: travail -^iemt^^riUire accompli durant b mo- 
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dirication considérée par les forces qui agissent sur les divers éléments de 

volume du fluide, 

60, - - as. 

Par conséquent, la fonction 12 définie par l'égalité (20) représente le po- 
tentiel des actions qui s'exercent sur les divers éléments de masse du fluide, 
du moins pour les déplacements qui laissent invariable le volume de cha- 
cun de ces éléments. 

Si la surface déformable qui limite le fluide est une surface libre, il n'exisle 
aucun travail virtuel des forces appliquées aux divers éléments de la surface 
qui limite le fluide, et dès lors celui-ci admet un potentiel défini par l'éga- 
lité (20), du moins si on le regarde comme incompressible. Il suffit, pour 
que l'équilibre soit stable, que ce potentiel il soit minimum. 

Nous aurons 

Il faut montrer que Ton a 

Ai2>o. 

Or on a Su = o, à moins qu'il ne se soit formé une cavité en un point où 
W <[ a, cas auquel on a Su >► o. Il suffit donc de montrer que Ton a 
ô^û >• o pour tout déplacement sans formation de cavité ou pour tout dé- 
placement avec formation de cavité en un point où W = a. 

17. La variation première de û nous est donnée par Tégalité 

La variation seconde est donnée par l'égalité 

ôx -h 3—5- 0/ -f- - — p oz ] or 



( d^y . d^y . ^'v . \ , 1 . ^ ^ 



Posons, comme au n*^ 10, 

dy =z ç dt, 
6z m w dtf 
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ot étant une constante infiniment petite, et «, p, iv des fonctions de x^y^ z 
uniformes, finies et continues, admettant des dérivées partielles du premier 
ordre par rapport à a;, y^ z. Nous aurons 

M.. 1* r r r\ ( <^*v c^^v à^\ \ 



( 



ô'\ d*'\ d^y 



ÔY djo dr^ ôv dz 

« » »' 

^'^^ ^*^' ^'^' \ 1^ ^ ^ 



dz dx ôz dy ô 



1 »r)p«|.J 



Des intégrations par parties permettent de transformer cette égalité en 
la suivante : 



0*12 = — èt^ ^[u cos(n,x) -^ ccos (/*,/) -h ivcos{n,z)] 



X 



[ u^ h i' -^ h tv -3- ]pd<j 

\ ox a y OZ J^ 

ô\ d(pu^) d\ à(puv) â\ d(pmv) 



"•///[ 



âx dx dy dx ôz àx 

d\ â(pvN) ÔV à{pv^) ÔV ô(pi'M') 



dx ÔV ÔV ÔV ôz ÔV 

-f- , '-^ -' -h -^ -\ ^ -h -5 4 tixdvdz, 

ôx ôz ôy ôz ôz ôz \ 

Le signe V indique une sommation qui s'étend à tous les éléments rfa des 

surfaces déformables qui limitent le (luide, y compris celles qui prennenl 
naissance si le fluide se creuse de cavités; (/i, x), (/i,y), {n^z) sont les 
angles que fait avec les trois axes coordonnés la normale à l'élément rfa, 
celte normale étant dirigée vers Tintérieur de l'espace rempli par le fluide. 
L'intégrale triple qui figure au second membre peut s'écrire 



///<" 



ôV ÔV ôV\/ôa ÔV ôiv 

V- h n 



ôx ôy ôz 7 \ôx 



OV OiV \ , , , 

h T- \dxdv dz, 

ÔV ôz 1 



Mais on suppose que chaque élément de masse garde un volume inva- 
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riable. On a donc [égalité (8)] 



ou ÔV (^«' 

= o 



ôx ôv ôz 

cl, par conséquent, 

â'î2 = — 5<» V [« cos(rt, x),+ vcos(n,y) -+- t»'cos(«, s)] 

Désignons par £ la grandeur du déplacement d'une particule, par (s, ./;), 
(s, y)^ (e, z) les angles que la direction de ce déplacement fait avec les trois 
axes de coordonnées et, lorsqu'il s'agit du déplacement d'une particule si- 
tuée au voisinage immédiat de la surface limite, par (e, n) l'angle que la di- 
rection du déplacement fait avec la normale à la surface limite au point où 
se trouve la particule, cette normale étant dirigée vers l'intérieur de l'espace 
occupé par le fluide. Nous aurons 

uàtzzLt cos(£, J?), 
V dt=L g ces (€,/), 

iV 0/ = s COS(£, Z)y 
COS(£, n) z=L COS(£, x) cos(/i, x) 4- COS(£, j) cos(/i,y) -h (.'0S(£, z) COS(/i, z) 

et, par conséquent, 

0*12 -— — V — cos(e, jt) h- — cos(ê, j) -h — cos(£, z) ps* (•os(£, n)d(7 
- ) I \ ^^^^(^'^^ "^ J7C«s(£, /)-h •^cos(£,;;) 



X 



I-r^ COS(£, X) -\- -J- COS(£, v) -+- -^ COS(£, z) lE^dxdvdz. 
ôx dr ^ '• ' fjz ] 



Le déplacement £ imposé à une particule d'un point où la valeur de la 
fonction potentielle était V est la densité primitive du fluide p, à un point où 

la fonction potentielle a pour valeur V -f^ — £ et où la densité primitive du 
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ttuith' avait pour valeur p -h j- e. On a 



'ôt ' ^C0S(£,x)-h^^;C0S(£,v)4- -^ COS(£, 5), 



-. -'■ rOS(£, -r) H- -y-; COS(£, v) -i- -^ fOS(î, 3) 



/?0 

I 



ot, par conséquent, 

Nous avons à chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
cette (piantité soit positive, quels (jue soient les déplacements imposés au 
fluide. 

Voici une première condition nécessaire. 

I.es surfaces V = const. sont des surfaces d'égale densité [égalité (17}). 
Pour que o^l2 soit toujours positif, il faut que le calé d'une surface vers 
lequel V î»r7 eu croissant soil aussi le côté vers lequel p va en décroissante 

Supposons, en effet, (ju'il en soit autrement dans une certaine région du 

fluide. Kn tout point de celte région, le produit -y ~ serait positif, de 

qu**lqut' mani<'r<' qu«^ hoil dirigé le déplacement e, ou nul si £ est sur la sur- 
fac«*. Suj»j>o*.on'- alor^: que Ton donne drs déplacements infiniment petits 
au\ di\ejM-h. jiaîtifuJ^-^ du fluide qui se trouv(?nt dans celte région, en lais- 
sant îifjfjjobJJ*^ toul 1«" r«'Kt.i- du fluide et <*n a\ant soin, si cette région conûne 
à la Mir(^<^'- U'rfi.ii.uyU'. d*' ij<^ donner aux particules de cette surface que des 
déplaceifi^'fjU Uirij^f'tiU «t l<i hurfar^'. La quantité o^û se réduirait alors à 
rinlégial'r 

III. . i^dxdvdz 
/ / / i)i i)i 

• \*'w\Me H ïh r*--'^ii'Xii^ ♦.v.f.ïî-k'i'V'V <! Mf ;jji c criainenient négative, si Ton a soin 
qii<- |4- d<'pl/»'' u.'r.'. ';U » liiiqu* prijfji n'ail pas lieu sur la surface de niveau 

St,\ïh ifofivofi^ .i.i'.*<i w «vti'Jjiiorj wrt'^^iûn' pour que la quantité o*ll 
v,,' ( ouy\iituttïf'U^ f.«%»i\M »» 'y//>' '^jfi^liiion est en même temps suffisante . 
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Kn effet, si elle est réalisée, Tintégralo 



ffm,""^-y- 



est négative dans tout déplacement du fluide. 11 est aisé de voir que l'inté- 



grale 



d\ 



S PT" ^*^^^(^» n)d7 



est, dans tout déplacement du fluide, nulle ou négative. 

En effet, cette intégrale peut se partager en deux intégrales semblables : 
Tune relative à la surface déformable du fluide, l'autre qui limite les cavités 
dont le fluide a pu se creuser. 

Envisageons d'abord la première intégrale. 

Nous savons que, sur la surface déformable d'un fluide quelconque, P-hW 
doit avoir une valeur au moins égale à la plus grande des valeurs que prend 
W à rintérieur du fluide. Dans le cas envisagé ici, où le fluide a une surface 
libre, P = o, W a une valeur constante sur la surface, et cette valeur est 
supérieure ou égale à toutes celles qu'il prend à l'intérieur du fluide. Il en 

résulte que -j— est une quantité négative ou nulle si le déplacement £ est di- 
rigé vers l'intérieur du fluide, et nulle si le déplacement £ est tangent à la 
surface libre. 

Mais on a [égalité (17)) 

P=/(V) 
et [égalité (i8)J 



On a donc 



Wrz r/(V)^V=:F(V). 



ôz -^^^ de 



La quantité /(V), qui représente une densité, est essentiellement positive; 

les deux quantités -^ et -c- ont donc le même signe; -r- est positif ou nul 

pour les déplacements dirigés vers l'extérieur du fluide, nul pour les 
déplacements tangentiels, négatif ou nul pour les déplacements dirigés 
vers l'intérieur du fluide. D'autre part, cos(/^, £) est négatif pour les dé- 
placements dirigés vers l'extérieur du fluide, nul pour les déplacements 

IV. - Fac. de r. C.5 
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langcntieis, positif pour les dcplacements diriges vers rintérieur du fluide. 
Le produit -y- cos(£, n) est donc négatif ou nul en tous les points de la sur- 
face; par conséquent, Tintégrale 

^P-^S'C0S(£, /i)^(7, 

étendue à la surface libre, est nulle ou négative. 

envisageons maintenant la même intégrale étendue à la surface limite 
d'une cavité infiniment petite qui se serait creusée dans le fluide par suite 
du déplacement. 

D'une manière générale, si nous désignons par W la valeur de la fonc- 
tion W en un point de la surface déformable d'un fluide, par P la pression 
au même point, par W la valeur de la fonction W au point où s'est creusée 

la cavité, nous avons 

Ph_W>W'. 

Dans le cas actuel où le fluide est terminé par une surface libre, on a 

P = o et, par conséquent, 

W>W'. 

Si W était supérieur à W, la formation de la cavité aurait entraîné, comme 
nous l'avons vu, un travail virtuel négatif. Ce cas doit, comme nousTavons 
vu, être exclu des recherches sur le signe de S^£2. La cavité n'a pu se for- 
mer que si W = W'. Mais, comme en aucun point à Tintérieur du fluide la 
fonction W ne peut avoir une valeur supérieure à la valeur qu'elle prend 
sur la surface libre, il en résulte qu'en tous les points du fluide W est au 
plus égal à W. Donc, si l'on envisage un déplacement quelconque partant 

du point où s'est formée la petite cavité, pour ce déplacement, -r- est cer- 
tainement négatif ou nul. D'après ce que nous avons vu tout à TlKuire, il en 

est de même de -r-- D'autre part, en chaque point de la surfiice qui limite 

la petite cavité, le déplacement est forcément ou tangentiel ou dirigé vers 
l'extérieur de la cavité; cos(e, n) est donc positif ou nul, et le produit 

-j- cos(£, n) est négatif ou nul. L'intégrale 



s 



Os 
est négative ou nulle. 



p-T- cos(£, n)v di7 
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V[\v consiVjneiil, pour fjur la fonction 12 soit niiiiiniuin, il faut rt il 
su /fit que la variation subir par la drnsitr p lorsqu'on passr iVun point 
à l'autre à Vintèriour du fluide soit dr sif(/ir ron train* à la iHiriation 
que subit la fonction ^ , les coiulitions d'équilibre étant d'ailleurs rent- 
plies, \ous trouvons ainsi la condition suftisanto pour que Trijuilibrc d'un 
lliiid<* à surface libre soil un c([uilil)rc slahh». 



SUR UN SYSTÈME 



DE 



COURBES ORTHOGONALES ET HOMOFOCALES, 



PAR M. A. LEGOUX, 

Doyen de la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Considérons un système de courbes représentées par une équation telle 
(jue 

(l) AX*-+-2BX-hCniO, 

dans laquelle X représente un paramètre variable, A, B, C des fonctions 
quelconques des coordonnées ar, y^ ou bien encore un système défini par 
une équation différentielle de la forme 

(.) A^, + aB-+C = o; 

le discriminant de ces équations est B^ — AC = o ou R — o en posant 
R = B» - AC. 

On sait depuis longtemps que la courbe R représente ou Tcnveloppc ou 
le lieu des points singuliers des courbes du système. 

Dans le cas particulier où les courbes forment un système orthogonal, 
Tenveloppe, lorsqu'elle existe, se compose d'un certain nombre de droites 
conjuguées deux à deux et passant par les points circulaires de Finfini. En 
effet, en chacun des points de la courbe R les deux tangentes sont à la fois 
rectangulaires et coïncidentes; donc elles passent par les points circulaires, 
et la courbe R est telle que ses tangentes passent toutes par les mêmes 
points. Elle se réduit donc à un système de droites. W résulte de là que, si 
les courbes orthogonales ont une enveloppe, elles sont nécessairement ho- 
mofocales. 

w.— Fae, de r. D.I 
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I^a rôciproqup n'est pas exacte. Nous Tavons déjà montré dans une courte 
Note publiée dans les Nom^elles Annales de Mathématiques y 1881, et 
nous nous proposons de développer cette démonstration dans le cours de 
cet article. 

Nous prendrons comme exemple les courbes représentées par Téquation 



(I) 



.rî r' 



If- a If-b 



011 X est un paramétre variable, / une fonction de x et de y^ a et b des 
constantes. 

On reconnaît immédiatement que ces courbes jouissent des propriétés 
suivantes : 

i" Il (îii passe deux par un point quelconque du plan; 

2" Klles ont une enveloppe qui est identique à celle des coniques repré- 
sentées par Téquation 



i_ I . 



A — a / - - b 

(^ettc env(»loppe se compose de quatre droites imaginaires passant par les 
points circulaires de Tinfini. 

Kn elîet, on peut écrire Téquation (i ) de la manière suivante 

(^0 '•'/*-- (^--f- r--f- a H- b)lf'\- bx^-i- « v*H- ab~o. 

I.e discriminant de IV^juation en X égalé à o donne 

/*[(.r*-f- v*-Hflr 4- by — [^{bx^ -\- ay^ -^ ab)] — o 
on 

/- ( c/' - ) - -4- ?, ixy -r- a — b){a:^ — )' — 2 ixy -\- a — b) :=. o 
ou 

I( =. O doniKî les quatre droites imaginaires. 

/^=o rc[)résente une courbe double qui est d'ailleurs quelconque, 
puis(pie/est une fonction quelconque de x et de j. 

Désignons par la lettre S les courbes représentées par Téquation (1 ) et 
remarquons (ju'on peut mettre Téquation (i) sous la forme suivante : 
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Le coefficient angulaire de la tangente aux courbes S en un point xy est 
donné par l'équation 



Si Ton prend le point xy sur la courbe R, on a X/=: "^'^ — > et 



'1 



réquation précédente devient 



dx à y dx ' 
dy 

ce qui montre que la valeur de -p est la même pour la courbe R et pour la 

courbe S ; donc R représente bien la courbe enveloppe des courbes S, et cela 
quelle que soit la fonction /qui entre dans Téquation (i). 

Mais, en égalant à o le discriminant, on a trouvé, en outre, /^= o. En 
prenant l'équation des courbes S sous la forme (2), on voit qu'elle est sa- 
tisfaite, quel que soit X, si Ton pose 

( 3 ) bx^-^ ay^ -h ah = o, 

ce qui montre que toutes les courbes S passent par un certain nombre de 
points fixes situés à l'intersection des deux courbes précédentes. Si, par 
exemple, /est un polynôme de degré m, toutes les courbes S passeront par 
9.m points situés à l'intersection de la conique (3) et de la courbe/, et elles 
seront, en outre, inscrites dans le quadrilatère imaginaire, enveloppe des 
coniques obtenues en faisant /= i dans l'équation (i). Toutes ces courbes 
seront donc homofocales. Seront-elles orthogonales? Non, si/ est une fonc- 
tion quelconque. Il faut, pour cela, que /soit une intégrale d'une équation 
aux dérivées partielles que nous allons trouver. 

Désignons par X et jx les deux racines de Téquation (2), on aura 

(4) i 

( ^^j^/* = ^o:* 4- ay^ -+- ab; 

pour que les deux courbes qui correspondent aux valeurs X et (x du para- 
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mètre se coupent à angle droit, il faut que Ton ait 

, . . â'k dii dï. du. 

ôjc dx dy oy 

En différentiant les équations (4), on trouve successivement 

""-»>/ê="(j-»)-»"'-»>^' 

(("-»/|=v(7-»)-»(|.-»^. 

,.-x,/|=,,(.-))-.( -^4- 

Substituant dans Téquation (5), il vient, toutes réductions faites, 

•^ \dx^ ôy^J '^ ôr ^ -^ dy 



Telle est Téquation aux dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonc- 
lion/pour que les courbes S forment un système orthogonal. 

On sait (jue, pour obtenir l'intégrale générale de cette équation aux dé- 
rivées partielles, il suffit d'en connaître une intégrale complète. Traitons 
d'abord le cas où a = o. 

L'équation devient, en posant 

à/ df 

Va\ appliquant les méthodes connues pour l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre, on trouve 



a représentant une constante arbitraire. 

Substituant c(»s valeurs dans le second membre de df 

df—pdx-r-qdy, 
on a 

df -=: OLX djc -^ yjioif — 7}x^ dy\ 
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d'oeil 

, df — OLxdx 

dy = — L = ; 

d'où enfin 

(8) 2y^a[a:«+(j-i-j3)«], 

^ étant une autre constante. C'est une intégrale complète de Téquation (7). 
Si donc on remplace / par cette valeur dans l'équation (i), on obtient des 
quartiques bicirculaires (jui sont à la fois homofocales et orthogonales. 
Mais, si Ton remplace/par l'intégrale générale de l'équation (7), à cause 
de la fonction arbitraire qui entre dans cette intégrale, on aura une infinité 
de systèmes orthogonaux et homofocaux. 

On sait que l'on obtient l'intégrale générale en éliminant a et ^ enln» 
l'équation (8) et les deux suivantes 

;3 = TiJ(a), 

àl_^àld^_ 
dT.^ d^ da" ' 

où GJ est une fonction arbitraire. 

Si l'on pose, par exemple, ^ = a, on trouve 

En mettant à la place de / dans l'équation (i) cette dernière valeur, on 
trouve un système de courbes orthogonales et homofocales du douzième 
ordre, qui ont pour points quadruples les points circulaires. 

Cherchons maintenant à intégrer l'équation (G). Nous avons d'abord une 
solution particulière en posant 

ce qui donne des quartiques. 

Posons /=: e" et substituons dans (6), il viendra, en remplaçant 

(6 bis) {bx^-^ ^j'-H ^b) (p^-^q*) — 2{bxp •+- ayq) =^ o, 

équation aux dérivpes partielles qui ne contient plus la fonction explicite- 
ment. 
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On trouve une intégrale complète de cette équation en effectuant un 
changement de variables, en introduisant les coordonnées elliptiques A et u. 
définies par les formules 

>. -f- fx = x' -h >•' -^ a — b^ 

Ajx z=ibx^-h- ay^ -+- ab ; 
d'où 



b — a " a — b 



On tire de là 






On aura 



à/__d/âl df âix âf 2a:{b-^A) . cf/ ax(fx - 6) 



ou 



de même 

( F - >' ) 7 = V [ < « - >' ) 5^ -^- ( f^ - « ) ^ J ; 

un calcul facile donne 

'-^(P'-^<I') = ( « - >U^ - >.) ^ ^- (f^ - ^) (^ - fx) ^ 
«»t 

Kn substituant dans (6bis)^ on trouve 

(9, .«^,)(^^X)^^ J ^ 

Sous cette forme, il est aisé de voir que Ton aura une solution de ré(|ua- 
tion en posant 
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fx ^^/\L étant définies par les deux équations différentielles suivantes, la pre- 
mière ne dépendant que de X et la seconde de (x, 

a représentant une constante arbitraire. 

On tire de ces deux équations les valeurs de/> cl/^j et l'on a, en faisant 
leur somme, 



(.0) v-iog?).fx-^j TV ---(.- X)(7r:^>ô 






^ , . . , « . ,>-fA)4-4afx* 



fx)(6-fx) 



P représentant une nouvelle constante arbitraire. 

On a ainsi une intégrale complète de Téquation aux dérivées partielles (9). 

On voit que la fonction / s'exprime, en général, par des intégrales el- 
liptiques. Dans le cas particulier où a = o, on peut effectuer les quadni- 
tures au moyen des fonctions élémentaires. 

En posant d'abord 

I -t- i^ j--^ et I -h 'ia = 7/i-, 

/ étant une nouvelle variable, et m une constante, on trouve, après des 
calculs et des substitutions qui ne présentent aucune difficulté. 

Nous reviendrons sur ce sujet et nous étudierons les propriétés des 
courbes qui jouissent de la propriété d'èlrc à la fois homofocales et ortho- 
gonales. Le système de coordonnées tout indiqué pour cette élude esl le 
système de coordonnées elliptiques dans le plan. 



REMARQUE 



SUR UN 



POINT DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

PAR M. G. KOENIGS, 

Maitre de Conftfrences à IKcole Normale supérieure. 



Soit J(j| ^1, Z2, . . ., Zy,) un polynôme en ^,, z^, . . ., ^^v àc degré /// dont 
les coefficients sont des fonctions uniformes doublement périodiques de z. 
Si nous faisons, dans J, Zt=^ 1^(z — a,), Ja= T^(z — a^)^ ..., ^v= ^(^ — <^v)i 
où s(^) désigne la fonction elliptique de seconde espèce, et a,, «2, . . ., a^ 
des constantes, on obtient une fonction uniforme de z 

Je dis que y si V{z) iCa pas de pôle à distance finie y elle se réduit à une 
constante. 

Soit, en effet, 2Û une période quelconque, en sorle que 

où H est une constante; formons F (>:;-+- 2Û); il suffira, dans.f(r|^|, ...^z^)^ 
de remplacer j, par :;,-f- H, ce qui nous donnera 

F(w -h '.^12) -= rf(z\ j,-f- H, 5,-4- H, . . .,^v-i- II) 

IjC polynôme rf, est analogue au polynôme J seulement, il nVst que du 
degré {m — /) en w,, xr^, . . ., ^v? posons 

F,(w) =: J/[c I Ç(3 — a,), Ç(5 — rtj), . . . , C(;: — a^)\, 

et nous aurons 

F(:;-h2li) =F(5)4-HF,(5)-4-H«F,(w)4-...-4-U"»F;„(v). 

Chacune de nos fonctions ^({z) dérive du polynôme .f,, de même que K dé- 
rive du polynôme ,f . 

IV. — Fac. de T. K. I 
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Le théorème est vrai pour le cas de m = o, car alors F(z) se réduit à 
une fonction doublement périodique, qui, d'après un théorème de Lion- 
ville, admet nécessairement des pôles dans chaque parallélogramme de pé- 
riodes, à moins de se réduire à une constante. Supposons alors le théorème 
vrai pour les degrés o, r, 2, 3, . . ., (m — i) du polynôme if, et montrons 
qu'il est vrai pour le cas du degré m. 

D'après notre hypothèse, puisque les fonctions F/(z) dérivent de poly- 
nômes de degré inférieur à m, il suffira de prouver que F, (s) est liolo- 
morphe dans tout le plan, pour qu'il demeure acquis que F,(z) est une 
constante. 

Or, en effet, soient 2(0 une période quelconque, •?) la quantité constante, 
telle que 

Fin faisant 12 = pco, où p est un nombre entier, H devient égal à pf), et 
l'on a 

Attribuons à l'entier p les valeurs 1 , 2, 3, . . ., m, nous aurons les m équa- 
tions 

F(^4- 2cu)-F(:;)= ■îiF,(5)+ f,iF,(5) -4-. . .4- rrh\„(z), 

V(z-h 4cS)-F(5)r= 2YiF,(5)4- 2«ii«F,(5) -+-... -4- 2"* 7)"» F,„ (-:;), 

•• » 

V(z -+-2/7ÎCU)— Fiz)—mr^Vi(z)'\- m^r^^V\{z) -h . . . 4- m"''7^"'F,„(z). 

Ces /;/ équations linéaires en *?;F,(2), •?)^F2(j), ..., f)'"F^(z) permettent 
toujours de tirer les valeurs de ces m quantités, car le déterminant de ces 
équations est le déterminant de Vandermonde, formé avec les m premiers 
nombres entiers. Nous aurons donc, pour F/(>s), une expression, telle que 

y.(z) = \,^,[¥(z-^20^)-V{z)] 

-i- A/,,[F(:; -V .1(0) - F( 3)] -h. . . 4- A/,,;, [F(3 -+- 2 W(o) - V{z)], 

011 les A/^a ^^^^^ des constantes. Les fonctions F(ir), F(>3-f-2(o), . . ., 
F(z H- 2 m G)) sont, par hypothèse, holomorphes dans tout le plan, donc 
Vi(z) est holomorphe dans tout le plan. Il est ainsi acquis que F,(:;) est 
une constante. 

Mais, puisque F,, F.^, ..., F^,, se réduisent à des constantes C,, Cj, ..., 
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C,n^ on aura, pour toute période ail, 

F( j -h 2l^) - F(3) = C, ir -f- C,H*-t-. . .-h (:;„H'"=r/( Il ). 

Faisons û = pco où 2(0 est une période; H devient p*?;, comme on a déjfWu, 
et, par conséquent. 

On a, en particulier, 

F(:;-f-6a)) -F(cH-:1d)) ^/(r.), 
• • f 

F(;; 4- 2pc3) - F[5 -f- 2(p - i)t5] =/(■?;); 
d'où, en ajoutant, 

(.)n a donc, pour tout entier p, 

Comme /(X) est un polynôme du degré m en X, cela exige que ce [»oly- 
nôme se réduise à son terme du premier degré. 
On a donc 

c'est à-dire que Ton a, pour toute [)ériode, 

F(:;-4-3£>)-F(3)=--(:,ll. 

Considérons la fonction 
On a 

=-V{z)-i-C^l-'Cr[Z{z)-hU]-.¥(z)-i\X{z)'^i\{z). 

La fonction (r(z) est donc doublement périoditjue. Klle n'admet, du n»ste, 
qu'un pôle unique sinq)le dans chaque parallélogramme, à savoir le pôle 
de ^(z)j pourvu toutefois que C, ne soit pas nul. On voit ainsi cjur (]^ doif 
être nul, car il ne peut exister de fonction uniforme donhleuMMil périodicpie 
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■radmettanl qu'un pôle simple unique dans chaque parallélogramme. Mais, 
si C, est nul, ^ (^) ^st elle-même doublement périodique, et, par suite, 
comme elle est holomorphe dans tout le plan, c'est une constante. 

Il est ainsi prouvé que l'on peut passer du cas des degrés o, i, 2, ..., 
( //i — i) du polynôme ^ au cas du degré m. Comme la proposition est vraie 
dans le cas du degré zéro, elle est donc vraie pour les degrés 1,2, ... et fi- 
nalement pour un degré quelconque. 

Remarque. — On savait déjà que toute fonction entière de fonctions, 
telles que p{z — a,), p(z — ^2), . .., et de leurs dérivées se réduit à un(* 
constante du moment qu'elle est holomorphe dans tout le plan. Le théo- 
rème précédent prouve que la même chose a lieu si la fonction est entière* 
par rapport aux intégrales premières — X,(^z — a, ), — X.^z — «3), . . . des 
fonctions p{z — a,), p{z — «a), 

(le théorème permet évidemment de simplifier l'établissement de plu- 
sieurs formules de la théorie des fonctions elliptiques : par exemple, la for- 
mule fondamentale bien connue 

;(«^,)=c(«)+c(>-)+- ^'!"!~^'/'? - 

» 

11 faut cependant observer qu'il ne suffit pas d'exprimer que la fonction 
K(5) est dénuée de pôles dans un parallélogramme donné. 
Prenons, par exemple, la fonction 

F(5) = p(5)-[Ç(G)]S 

elle est dénuée de pôle dajis tout parallélogramme de périodes qui com- 
prend l'origine; car, pour z = o, elle reste finie bien que p(:^) et Ç(:;) 
soient infinis. Mais changeons j en j -h 2m di, nous aurons 

ce (jui prouve que l^X^) admet comme pôles simples tous les points homo- 
logu(»s de l'origine bien qu'elle soit finie pour l'origine elle-même. Avec 
un peu d'attention, on reconnaît qu'une fonction, telle que F(z), ne peut de- 
meurer finie cpie dans un nombre limité de parallélogrammes correspon- 
dant à un couple primitif Aowwi de périodes. 
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THÉORIE !DES SPHÈRES OSCUUTRICES A UNE COURBE, 

PAR M. V. JAMET, 

Professeur de Mathématiques au Lycée de Marseille. 



1. Le problème que nous allons traiter a déjà été rencontré par M. Dar- 
boux, au cours de ses travaux sur les équations aux dérivées partielles. Nous 
pensons cependant qu'il y a quelque intérêt à étudier la question en elle- 
même et nous nous proposons de résoudre le problème suivant : Le centre 
d^une sphère se déplaçant sur une courbe donnée S, comment doit va- 
rier son rayon pour qu'elle soit sans cesse osculatrice à une autre 
courbe C? 

Soient Ç, yj, X, les coordonnées d'un point situé sur la courbe S, R le rayon 
de la sphère qui a son centre en ce point et qui est osculatrice, au point a?, 
y^ z, à la courbe C. On connaît les relations 

( a: -^ ? )« 4- (7 - Y) )« -h ( ^ - Ç )* = RS 

( j? — ?) É^a? -4- (y — Y)) £(x -»- (- — O ^- = o» 
(i) {x--i^)d}x -H (j — yî)</*/4- {z — l^)ci}z 4- ^j?* -h dfj* -h é^^* = o, 

(ax — lc^)d}x -f- {y — r\)d}y -Jf {z — T^)cPz -h'^(dœci}x -^ ciy d* y -h dz cT z) = 0, 

qui déterminent 5, tq? Î, R quand on regarde Xj y^ z comme des fonctions 
données d'un même paramètre. Si Ton diflerentie trois fois de suite la pre- 
mière en tenant compte des suivantes, on trouve 

(2) {x-l)d^l-^{y'-n)d^f\-\-{z — ^)d^ri = ds^-~Kd^\\--dK\ 

(a: — ^? -^ (7 — ■^) ^*^ -+- (- - ^*Ç = 3 é/5 ûr»5 - R ûPR - 3 ^ c/*lU 

OÙ Ton a fait 

IV. — Foc. de T, F. I 
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Puis, si Ton différentie une fois chacune des deux premières équations 
du groupe (2), en tenant compte de la suivante, et si l'on élimine rfr, dy^ 
dz entre les deux équations obtenues et la deuxième équation du groupe ( i ), 
on trouve Téquation du plan osculateur à la courbe S. D'ailleurs, les deux 
premières équations du groupe (2) montrent que le point ar, y, z est le 
point de contact de la caractéristique de la sphère considérée avec son en- 
veloppe; donc : Pour que la sphère mobile soit osculatrice à la courbe C, 
// est nécessaire que le point de contact de sa caractéristique avec son 
enveloppe soit dans le plan osculateur à la courbe S, heu des centres. 

Cette condition est suffisante, car la caractéristique d'une telle sphère 
est dans un plan perpendiculaire à la tangente, au point i, y], ^, à la courbe S. 
Une seconde sphère, infiniment voisine de la première, la coupe suivant une 
circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne des centres. Il 
s'ensuit que la caractéristique de la sphère touche, en général, son envor 
loppe en deux points, symétriques par rapport au plan osculateur à la 
courbe S, au point Ç, y), Ç. Si l'un de ces deux points de contact est situé 
dans ce plan, l'autre y est également situé. Ces deux points sont alors con- 
fondus en un seul, et en ce point unique sont confondus quatre points 
appartenant à la sphère et à l'enveloppe de ses caractéristiques. 

2. Il résulte aussi, de la démonstration précédente, que la ligne d inter- 
jwîction des plans, définis par les deux premières équations du groupe (2), 
doit /ftrfî tangente à la sphère; car, sur cette droite, se trouvent les deux 
\Hnui¥t (hi contart de la sphère avec l'enveloppe de ses caractéristiques. 
\oii>t allons exprimer analytiquement cette condition. 

Tout plan paH4«aiit par cette droite est représenté par une équation de la 

-^ du{( j: ^y </; 4- (/ - tî) c^Y) -h (5 — c^ -+- R ^] - o, 

du désignant un paraïu^HKf infiniment [letit du premier ordre. Pour que ce 
plan soit Lang^^nl à la fciph<'jo, jj faut qu'on ait 

(_ ds^ 4- H ^«irt- dw 1- 1{ d\\ dii)'' 

ï{*[(d'i^dudc)' ^ id^u • dudnY^d}X,-^dudX,y\ 
Désignons par ^a fangle de eonlingenre de la courbe S; Téquation pré- 
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dessus; nous trouvons 



\di " dfi ) \d9^ d^)~ dv " \da dv ) 



et, par conséquent, 

dé^^ d^ 
ou 

g^X = F'(a), 



On est ramené, de la sorte, à intégrer une équation différentielle linéaire 
du second ordre. L'équation, sans second membre, 

étant à coefficients constants, on trouve immédiatement son intégrale gé- 
nérale 

> = U coscj H- V sina, 

U, V désignant des constantes arbitraires. Pour appliquer à Téquation 
proposée la méthode de la variation des constantes, regardons, dans la 
formule ci-dessus, U, V comme des fonctions de cr, assujetties à remplir la 
condition 



ce qui revient à faire 



d\] dV 

COS7-; — h sma-r- =^<>» 



9 „<I 






et 

9 ^9 



=: cosff 1 (ùsïnvdv — sina 1 woosac/a. 



a, *^ftt 



La substitution de cette valeur de A, dans Féquation que nous voulons in- 
tégrer, donne 

w=— F'((j) 
et, par suite, 

(4) X = sin(j/ F'(<j)cosarfa— COSCJ / F'(<j)sin<j£/<j, 

cT,, (Ta désignant deux constantes arbitraires. 
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Donc IVxpression de H* est de la forme 

R>=ltî-f-aAr F((7)sin<rrf(r+3B/" F(<r)cosjrf(r 

^■if Flff)siiiT f F(ij)siii(Trf(j rfff 

-r ^ f F((i)cos(r f F((7)cos!irfff rfff 
ou iiieii 

-t-aB r F(o-)i:osi7t/o+ T F(i?)sifnjrf(7 + f F((r)c«sffrfff . 

Mais rcxprcssion chercliée doil vérifier l'équation 

((/i-rfs)'=(ll»— X')rfcr', 

où l'on remplace X par le second membre de l'équation (6). Donc on doil 
trouver, quel que soit u, 

AcosiT — B siiiff -t- cosff / F(j)sinjrf(T + siiiti / F(a)cosada I 

= R;+2A^ F((i)sini7rfo-+aB r F(ij)cosfft/i7 

+ f F(a)sin<7</cr ■+■ f F{<r)C06ada\ 

— Asinff + Bcosij + sinff / ¥ (a) sina da -t- cosir f ¥(a)cosad7\ . 

ou bien, après réductions, 

RÎ = A' + B'. 

L'expression de R* que nous cherchons est donc 
(8) **'= y P('')sin(Trfff-(-A -h\ f F(iT)co8(7rf(7+B . 

et l'on peut même, sans altérer sa généralité, supposer c, = o. 
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par rapport à des axes convenablement choisis, par les équations 



= / ¥{(j) cos (7 dfT y /— / F(o')sinarfa 



(ceci résulte immédiatement de la théorie des surfaces applicables). 

Pour ce même observateur, la sphère que nous avons étudiée occupera 
une série de positions, constituant un faisceau de sphères, dont Téquation 
est 

Lr— / F((7)cos(Té/o' "^ /""/ F(<7)sino'e/<7l -f- 5* 

— f F((T)cos(Te/<j-f-B 4- r F(<7)sin<7e/<7-hA . 

Toutes les sphères du faisceau passeront par un point fixe ayant pour 
coordonnées — B, —A, o. 

7. Au moment de terminer la rédaction des recherches analytiques qui 
précèdent, l'auteur recevait de M. Cesàro, professeur à l'Université de Pa- 
lerme, une Lettre où l'éminent géomètre italien exposait une solution géo- 
métrique très simple du problème qui a été résolu dans les premiers para- 
graphes de ce travail. L'idée fondamentale de cette démonstration consistait 
à observer que, si l'on fait rouler un plan sur la développable dont je viens 
de parler, toute trajectoire orthogonale de ce plan se projettera sur celui-ci 
suivant un point, et, par conséquent, les chères cherchées forment un 
faisceau passant par un point fixe, leurs centres se mouvant sur la courbe S 
planifiée. De cette idée découlent diverses conséquences intéressantes, 
dont Tune, au moins, est facile à vérifier par le calcul. 

1^ Si un plan roule sur une surface développable y les points de ce plan 
qui décrivent ses trajectoires orthogonales forment sur celui-ci des 
figures invariables. 

2"* Les sections y faites sur les surfaces de Serret par ces divers plans j 
sont les positions qu'occupe une courbe ^ fixe dans le plan mobile. 
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l'intégrale étant prise en sens direct sur un contour fermé C enveloppant 
les points 

5 =:X-^ \fx*— I, 



— i/]?" 



Ç"* = 0? — \/x* — I 



fjui sont les points critiques du radical. Ce radical doit être pris avec un 
*ifrnc tel que, lorsque | j | est très grand, on ait, à peu près, 



^z*—2jcz-hi:z égala -4-1. 

Le contour fermé C peut être remplacé par le chemin abcde/a, les points 
a et rf étant très voisins de Torigine. Pour préciser, nous supposons que ^ 



Fig. I. 




(*t i**' ne sont pas réels, c'est-à-dire que x^ — i n'est pas réel et positif. On 
désignera alors par \ celui des points critiques qui est situé au-dessus de 
Taxe réel, en sorte que la partie réelle de 



est positive. 

On voit alors facilement que la valeur du radical en a doit être 
({u'cn d elle est -^ i. On aura, par conséquent. 



I, et 



(^) 



P«(x)= ..(.V,-iil,), 



'2t:i 
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A> étant la valeur de l'intégrale 



>Jz'^ — 2XZ -^ \ 



prise sur un lacet partant de l'origine et enveloppant le point Ç, ub la valeur 
de cette même intégrale sur un lacet partant de l'origine et enveloppant le 
point Ç~\ Le sens dans lequel ces lacets sont parcourus est arbitraire; mais 
la valeur initiale du radical doit être toujours -t- i, et l'on a évidemment 

r^ z'^dz /*'"' z'^dz 

(3) Ao = 2 I \\\y = 2 I - . 

les chemins d'intégration étant rectilignes. 

2. Pour préparer le développement en série que nous avons en vue, nous 
allons transformer ces intégrales X et lO). Posons, dans la première, 

5 = 5(1 — m), 

on sorte que u prendra les valeurs réelles de o à i . 
En remarquant que 

(5*— 2j:5H-i) = (i — 5c)(i — 5->5), 

il viendra 



(4) 



*(i — M)'»e//£ , 5' 






On pourra prendre ici yju positif, pour y^i — /rw la valeur qui se réduit à 

-+- 1 pour w = o; mais alors il faudra adopter, pour \Ji — /c, la valeur finale 

de \]\ — ku pour w = i . 

En procédant de la même façon pour la seconde intégrale, on aura 
l'expression suivante : 

(5) P"(x) = ±. U-y/TiTT- r^]- "'" d" - ;-«-.v/rrT; f ^Iz^^J'l 



V . c- 






Supposons maintenant x = cos0, étant un angle compris entre o et t:, 
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on aura 

/- — 5 _ cos0-hg'sin0 
"" Ç — ^-» "" âTsïÏÏH 

ou 



A* ; ^> 



en posant a = 



Il est clair par cette valeur de A* que la partie réelle de ^i — k doit être 

positive, car la partie réelle de ^i — ku ne peut s'évanouir pour aucune va- 
leur de u comprise entre o et i . Il faudra donc adopter la valeur suivante 
de ce radical 



> j / k ii/k 1^5 «' 



? $V^2sin0 



car la partie réelle de cette expression est 

. ,, ^, sin(JB-hy) 



V^2sinB v^asinB 



On a donc 



5»+yi_A — 



leC»®-^;*)' 



y/a sinB 



et de même 



yasinB 



k et ki étant des quantités imaginaires conjuguées, ainsi que Ç et Ç^*. 
La formule (5) prend donc cette forme 

(6) PMcose) = ^ ■ / \' u) au ^ e / U ^) au 

TTV^sinBy,, v^«(i — ku) TryasinB j^ ,v^m(i — /tiI/) 

ou, plus simplement, 

(6') p«(cosB)= — J=- xparlieréelle(lee(«®^i*)' f (' -^)^^^ . 

/m 
3. fye module de Ar = — r-s étant — :— t^» ce module sera inférieur à 
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Tunité tant que Ton a 

Dans cette hypothèse, on pourra développer en série convergente le radical 



v^ 



i — ku 2.4 



et Ton obtient ainsi 



7) PM.n.ft) = rJggii^^^-tijO^ I' co s(.e^fo 

i*.3« cos(«e-4-|a) 



2.4(2/1 -h 3) (2/1 4- 5) y/(2sine)* 

i*.3«.5« cos(/ie + j«) 

2.4.6(2/^-+-3)(2/l-t-5)(2/^^-7) y/(2sine)' 

p 4 2.4.6. . .(2/1) 

" TU 3.5.7. • •(^'* "♦"0 



57r 



4-... L 



] 



développement convergent même pour = ^ ou = -g-- 

Mais on peut procéder autrement et obtenir le même développement, 
mais limité à un nombre fini de termes avec un terme complémentaire, et 
cela pour une valeur quelconque de comprise entre o et ir. 

Il suffit, pour cela, de remplacer, dans la formule (6'), 



v/ 






et de faire usage ensuite, dans l'intégrale double obtenue, de l'identité 

— r-r- =14- Arasm'i'-h. . .-h(X:Msm*<')''-*-h -^ — ; — r-4-- 

On retrouve ainsi le développement (7), mais limité à ses p premiers 
termes et avec le terme complémentaire 

(8) Hpz= — , X partie réelle de / f ^^ — ; — r-r du dv 

7rv/2sine 'J^ J^ Jo i-Ari/smV 
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Lo iiiodulo (le A étant — r-^» on en conclut 

2 sin9 



|Hpl< 



rv/(2 8ine)*'^» 



^•A J. 



— ai/ a r 



I — ku sin* t' 



I, <Mi désignant par M le maximum du module de 



I 



on aura, à plus forte raison, 






fu) |H„|<MC,— 7 



r.^\/(2sïn^yp 

i«.3«.5«...(3/»— i^« 



2. 4.0... (2/?) (2/1 4- 3)(a/i -r- b)...{'Àtè — *j/>-i- i) \^(asin0)'^^* 

\\i\s\jrn prenant la somme desp premiers termes du dèi-eloppement ( 7) , 
rrrreur commise est inférieure en trieur ahsclue, à M/ois le terme sui- 
i^ant dans lequel on aurait remplace d^aln^rd par V unité le cosinus qui 
y fif^ure au numérateur. 

(^)uant à la valeur de M, puisque A' = ^(i — /col0), on a 






1 1 — ku sin'r 1 = i / cos^O -h . . ^^ (2 siD*0 — u sin*4)«; 
d'où Ton conclut 

.lO) J .CObff| 

(M^isioO lorsque sin*O^J. 

Ainsi ce facteur numérique M ne varie qu'entre i et 2. 

î Le résultat que nous venons d'obtenir conduit à plusieurs conséquences 
ou'il est bon de noter. En premier lieu, le raisonnement donne, dans le cas 
11- plus simple /? = o, 

p*(coseM< ^^ 



\ isinB 
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Posons 



2/1 -hl 



la valeur correspondante de /i0 -t- ^a est — 7 — ir : donc 



cos(/ie-f. la) :=(-!) » y/^ 



D'autre part, la plus petite valeur de 2(2/1 -t- 3) sin0 pour les valeurs de 
B que nous considérons est 



2(2/1 -h 3) sin >2(2/i-4-i) sin 



2/1 -h I 2/H- I 



7: 



Or l'expression 2(2/1 -h i) sin — ^^ — croît avec /i, et, pour la plus petite 

valeur de /i, /i = i , elle est == 3 v^3 > v^* 
On voit donc que 

p«(cos ^ ) 

\ 2/1 -+-1/ 



k*-k 



a le signe de (— 1) * ; d'où Ton conclut qu'en désignant par 

»Z*I }> JTj ^ Xj ]> . . . 1> Xff 

les racines de P*( x) = o, on a 



r(2A— 1)7:1 / 2A-7r \ 
cos >"t>>cos ) 

L 2/1 -h I J \2/l 4-1 / 



(Tesl une limitation obtenue par M. Bruns dans le Mémoire déjà cité; 
on pourrait trouver facilement des intervalles plus étroits pour ces racines, 
mais nous n'insisterons pas. 

Si Ton s'en tenait au premier terme du développement de P*(cos0), on 

aurait cos —, comme valeur approchée de x^. On obtient une approxi- 

mation bien plus grande par l'expression 



r ^— 1 

L 2(2/1 -h I)*J 



COS-^ ^—y 

4'* -h 2 
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obtenue en tenant compte aussi du terme suivant : 



// = ij. Val. approchée. 

xi 0,968 o58 

îj o,836 007 

JTs o,6i3 362 

X4 o,32i 25o 



Correction . 



0,000 loa 
0,000 024 
0,000 009 
0,000 oo3 



n — 10. 



Val. approchée. 

X\ o>973 8a3 

Xx o,865 044 

J?8 or,679 402 

X,, 0,433 392 

xi 0,148 873 



Correction. 

0,000 084 
0,000 019 
0,000 008 
0,000 oo3 
0,000 001 



6. En ayant égard à la formule (5), on reconnaît facilement que la for- 
mule (7) peut s'écrire ainsi 



P« ( cosB) = partie réelle de -^ ?«-+■* sfï^^k $^\y j, /i -+- }, k)y 

le symbole § désignant la série hypergéométrique. 
Or on a 

sj\-k J'(A, i « -h I, k) := JU, n 4- 1, /i -+- \yYZr\^ 



donc 



P" (cosB) = partie réelle de ^ ^''-^> ^"(J, « -h t, /i -4- 1, Ç«), 



c'est-à-dire 



(i3) P^(cose) zz: Cn \%m{n -f- 1)6 -t- //^"^^^'^x sin(/i 4- 3) 



i.3(/n- i) (/i 4- 2) 



1. 2(2/1 4- 3) (2 



4-; sin(/i-h 5)0 4-. . . . 



C'est là le développement de P"(cos0) en série de sinus par la formule de 
Fourier, obtenu par M. Heine {Traité des fonctions sphériques, t. I, 
p. 19, 89). La série cesse évidemment de représenter la fonction pour 
= o et = TT, mais elle la représente pour toutes les valeurs de entre 
ces limites. 

Cette déduction de la formule (i3) ne saurait être considérée comme en- 
tièrement satisfaisante sans de nouveaux éclaircissements, d'abord parce que 
la série (7) n'est pas convergente dans tout l'intervalle (o, ir) et ensuite 
parce qu'on a considéré la série hypergéométrique sur le contour même du 
cercle de convergence. Mais nous n'insistons pas, ayant voulu simplement 
indiquer ce rapprochement entre les deux formules. 



7. Le polynôme P'^{x) satisfait à l'équation différentielle linéaire 



(i4) 



^^-^')^^-^^J^-^n{n + ^)y^o, 



IV. — Foc. de T. 



G.2 
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donl une seconde solution esl donnée par l'expression 



^''^' = ^''-'\f (,-J)¥'(.)^ 



En effectuant la décomposition on fractions simples, on a 



A, 



-■« 



car les fractions simples de la forme _^ doivent disparaître « réquation 

difiërenlielle n'admettant que les points singuliers ±: i . 
11 wnt. par conséquent. 



i-*^ 



y-(x . = ;P' ^.r I loj:/^^^^ - K«(x), 



R*< X » étant un poh"nùme du dejn^é n — i. 

II est clair qu'on peut développer Q^ix) en série suivant les puissances 
desoendantes de x. mais une telle série satisfaisant à Téquation difleren- 
lielle ni i doit commencer par un terme en .r* ou en .r~*~'. On voit par là 
qu^ R*i r » est la partie entière de 



X — I V .r 3x' o.r* / 



iP 



'"-t que- dans ce pn:Kluit, les termes en .r~', x"*, tr^ manquent. 

La fonction i^\ r \ n'est pas réelle dans Tinterialle ( — i , -f- i ), et, comme 
nous voulons «^nvisajrer [particulièrement les intégrales de Téquation diffé- 
rentielle dans cet intervalle, nous sommes amené à considérer, au lieu de 
ô' I r I. cett»^ autre solution de Mi) 



r« — 1 



'l-^X 



ip-ixHoîr(^ )-R'-(xK 

S. L'expression explicite du polynôme R''(x) est assez compliquée et 
difficilt' à obtenir. Dans le Tome 55 du Journal do Borchardty M. Chris- 
t*.»ffel a obtenu cette formult^ 

I. w 1 /i — I) :>(/!_ a) 
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et M. Hermite a donné, il y a plusieurs années, dans son Cours à la Sor- 
bonne, cette expression 



•' » »• 



n 



R''(x)-2ip*-»(^)P«-*(x), 
1 

(jui peut se déduire aussi du Mémoire de M. Christoffel. 

Mais c'est une autre formule qui va nous permettre d'obtenir la limite de 

S'M cos- j pour /i = 00. Rappelons, pour cela, la formule connue 

' I* \ 2 / l'.2* \ 2 / 



:= rM — /l, /l -h I , I , - 



2 



que nous écrirons ainsi 



(17) p«(^) = a^4-aY^__iJ4-a,^f__Lj ^- . . ..^ «J f—J- j ; 



alors on a 



(,8) 



R«(..)=Po4-(3,(^)4-(3,(^y+...-h(3..,(^y" 



On obtient cette formule à l'aide de l'équation différentielle à laquelle 
satisfait R''(:r) 



• • • ' 

• • • 

* • * m 

• « • 



* • • 

» • • " 

• • • 
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Les formules (i6), (17), (18) donnent maintenant 

S-(cos^)z=-P-(cosf)log(/.tang^)-(. + l+... + ^-log«)«. 

( --r. . .H iog/i laisin' — 

\2 n ^ ) in 

— ( ^H-. . .H iogn)a,sin^ — 

-h 

d'où Ton conclut, pour n = oo, 



(19) limS»(cos^)rzJ(e)log(|)-C-^(C-i)~ 



■"(^~'""2)ir4''"^ V ^' 2 3)2«.4'.6« ••• 



C = 0,577, . . . étant la constante eulérienne. 

Nous désignerons cette fonction par K(0), c'est là une solution de l'équa- 
tion différentielle de Fourier et de Bessel 

^ d^y dy ^ 

dont l'intégrale générale est y = C, J(0) -H G^ K(0). 

9. Nous allons vérifier maintenant à l'aide de la formule (i) que V"(x) 
satisfait bien à l'équation différentielle (i4)« Soit 



Js/^^ 



2XZ -h l 



le chemin d'intégration étant quelconque. 
Par un calcul facile on obtient 



5""^-*[/i — (2/1 -m)j:5 -h (/i-h 1)5*] 



v/(i — ixz-^ z^y 

On obtient donc une solution de (i4) en prenant l'intégrale V sur ur 
contour fermé enveloppant les points ^ et },~\ de manière que le radical re 
vienne à sa valeur initiale. C'est la solution P"(a!7) qu'on obtient ici; mais 
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est clair maintenant qu'on a encore une solution en prenant l'intégrale sur 
un lacet partant de l'origine et enveloppant l'un ou l'autre des points cri- 
tiques. Par conséquent, les intégrales Jl, et afl> considérées dans le n® 1 sa- 
tisfont séparément à l'équation différentielle, et l'on pourra les exprimer 
linéairement à l'aide de P"(a:) et de S''(x). C'est ce que nous nous propo- 
sons de faire maintenant. 

10. Considérons d'abord l'intégrale V prise en sens direct sur un cercle 
décrit autour de l'origine comme centre avec un rayon très grand, et po- 
sons 



(20) y/^* — 2XZ -h 1=: — z -^ Il 

ou 



2(W — X) 



Pour 2: = Ç, on a w = ^, et pour z = ^~* , w = ^* , il est facile alors à voir 
qu'on peut écrire la relation entre z et u ainsi 

Il vient 



r, -"^^ = f <"'-'); . du. 



Quant au chemin d'intégration de l'intégrale transformée, puisque \z\ est 
très grand, on a, d'après (ao), à fort peu près, 

en sorte que u décrit autour du point — x comme centre, et dans le sens 
direct, un cercle de rayon double de celui décrit par z. 

Puisque la fonction intégrée n'a qu'un pôle u = Xy on peut en conclure 
immédiatement la formule de Rodrigues 

(21) P'*(J7)=Z ^—5 ^. 

^ ^ ^ ^ 2". 1.2. 3. ../e djc'' 



Par un changement continu, on peut transformer le cercle décrit par la 
variable z dans le contour ahcdefa considéré dans le n** 1. Quel sera le 
contour correspondant de la variable a? Il est clair qu'on pourra supposer 
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qu'on S** transformant le conlonr dôcril par z no prôsonte jamais un point 
(loul)lo. Il on sora do momo alors pour lo contour dôcrit par u. En effet, z 
osl uno fonction uniforme do w, et un contour fermé décrit par u corres- 
pond toujours à un contour formé décrit par z. 

Ainsi, si le chemin de u avait un point double, il en serait de même du 
chemin décrit par z contre notre hypothèse. Ensuite, en a, z est très petit 
ou nul, et lo radical égal à -h i , donc 1/ = n- i ; de mémo on verra quVn d 
u est égal à — i . Puisque z reste fini et ne passe point par les points $ et $"* , 
il s'ensuit que // reste toujours à uno distance finie de x et des points $ 
ot ^ * 

On conclut do tout ce qui précode que le chemin de 1/, correspondant au 
ocmtour ahalc/a, est un contour formé qui part do H- i, passe par — 1 et 
roviont à -h 1 après avoir enveloppé en sons direct les points x, \ et $"'. 

Mais il est clair (|uo la seule chose essentielle à savoir, c'est que ce che- 
min onvoloppo on sens direct lo point x qui est lo seul pôle, les points Ç et 
;"■• no jouant aucun rôle dans l'intégrale relative à u. 

Il est clair maintenant aussi que l'intégrale .v se présente sous cette forme 
nouvelle 

J a" (M — .r)"*' 

do u = -h\ à 1/ = — I , mais tous les chemins de h- 1 à — i ne conduisent 
pas à la mémo valeur do l'intégrale, et tout ce que nous avons dit jusqu'à 
présont no suffit pas jx>ur déterminer avec précision le chemin d'intégration 
tju'il faut adopter dans cotte formule (,22). En effet, nous n'avons point fait 
intervenir encore la circonstance que le point $ est au-dessus de l'axe réel, 
00 qui permet do distinguer les intégrales ri. et tO». 

l-onsidérons la droite D dont tous les points sont également éloignés de 

; ol do ; •, driûto qui passe évidemment par lo point .r = lltLi_. 

Il osl clair par la relation (20) que les points correspondants z du sont 
toujours du mémo côté de D. Los trois |H)ints o, =t: i sont donc du même 
iV»te do n. Doux cas sont à distinguer maintenant : 

I ' Le point ; se trouve du mémo côté do D tpio les |Xtint5 it: i . Dans ce 
cas. on |Hnil ovidommont supposer que lo contour abcd ne coupe pas la 
drxMte D. U on sera donc do mémo du chemin corresjKmdant de u allant de 
— I i — !. Mais ce chemin jxnit être tracé maintenant arbitrairement, à la 
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seule condition de ne pas traverser D; car, x étant sur D, on obtiendra 
toujours la même valeur de l'intégrale (22). 

1^ Le point $ se trouve par rapport à D du côté opposé des points =b i . 
Dans ce cas, le point ^""* se trouve du même côté que les points ±: 1, et Ton 
conclut, maintenant comme tout à l'heure, que le chemin defa de z corres- 
pond à un chemin quelconque de u allant de — i à -4- i et ne coupant pas 
la droite D. Cela étant, on peut tracer aussi sans ambiguïté le chemin de // 
qu'on doit adopter dans l'intégrale «l,, car on sait que le contour entier 
abcdefa de z doit correspondre à un contour fermé passant par les points 
± 1 et qui enveloppe en sens direct le pointa;. 

il. Supposons maintenant 

j: = cos6, o<0<7r, 

La droite D se confond avec l'axe réel; le contour abcd peut donc être 
tracé tout entier dans la moitié supérieure du plan ; il en sera donc de même 
du chemin dans l'intégrale transformée 



l» = 1 — 7 — : du. 



l^our achever le calcul de cette intégrale, nous suivons la méthode donnée 
par M. Hcrmite dans son Cours de la Sorbonne (3* édition, p. 173). En 
intégrant par parties n fois, il vient, en faisant attention à la formule (21), 



4-1 
ou 






,— I * X.-1 



Or, X étant réel et compris entre les limites iti i , et le chemin d'intégra 
tion étant tracé dans la moitié supérieure du plan, on a 

r~* du /i^x\ 
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ju, en effet, doit être de la forme a V^x) -h p S"(ic); on a donc nécessai- 
rement 

„3, .R.(.)=jr;' -'-ji„p-'°' .., 

et de même 

Il est aise de vérifier la formule (23); car on constate facilement que, 
P''(x) étant un polynôme quelconque en x, l'intégrale du second membre 
est toujours la partie entière de 



P'»(a?) 



'»K^) 



lî2. Nous pouvons obtenir maintenant un développement en série de 
S''(cos0) entièrement analogue au développement de P"(cos0). 
Kn effet, les formules (4) et (24) donnent 

S«(cose) = partie réelle de £-^Vï^^' f {l^^Jl^, 
c'est-à-dire 

h'»(cos0)=: partie réelle de — ==^- / \ ^ — ; 

V^asine J^ s/uii — ku) 

d'où Ton conclut 

(.5) 2sMcose) = -cJ5Î5^<;i±^^ 

TT l v^2sine 2(2/1 -+-3) y/(2sine)» 

i'.3* sin(n6 + |a) 



2.4(2/i-h3)(2/i-+-5) y/(2sine)» 

i'.3'.5* sin(/i0-+- |a) 

24.6(2/i-+.3)(2/i-+-5)(2/n-7) y/(2sine)^ 

p 4 2.4-6. . .(2/1) 

** TT 3.5.7. . .(2/1 -h l) 



] 



()uant à la convergence de ce développement, et l'erreur commise en 
prenant seulement lesp premiers termes, on arrive évidemment à des con- 
clusions parfaitement analogues à celles obtenues précédemment. 



sru LES l>(»I,YXOMES 1>E I.F.dENDHE. 



(i.l- 



Kn remplaçant [)ar ol passant à la liiiiik' [)()iir // :^ 3c, on trouve 

-rsm(»-|) ,_.M^-]l) ,,3, sin(e-^i^) 



(16) K(B) = - 



On reconnaît encore facilement (ju(* 



Ar, 



, / A 7: \ 



(k Z^Xy'ly . . ., 2W) 



X«-f k 



a le si}(ne d<» (— i) * ; croù Ton conclut (pie Técpiation 

S"(.r) = o 
admet // -h i racines comprises dans les intervalles 



(■îA'4- i)r 



i-os )> cos 

\ Vi // -h I / '.« // -h I 



(X — o, I, 2, . . ., /i). 



Entre deux racines consécutives de S''(.r) = o se trouve une racine de 
V"(^x) = o, ce (pii (\st bien conforme à un théorème connu dû à Sturm. 

Enfin, de même (pie nous avons pu passer de la formule (7) au dévelop- 
pement de Heine (i3), on pourra déduire de la formule (2j) cet autre dé- 
veloppement obtenu aussi par Heine {Fondions sphcr, y t. I, p. liio) 



(ri;) ^S"(c(jse) — ( 



"„ (•os(// -h i)B - 

1 . 3 ( // -h I ) ( /? 



i(w-hi) , 

— — cos(// 

I ( 2 /* -+- 3 ) 



3)0 



^0 



I . •>. ( 3 /^ -f- 3 ) (1 // H- 5 ) 



cos(// -+- 5)0 -f- . . . 



iV. — l'ilC. Je I . 
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CLASSE DE POLYNOMES A DEUX VARIABLES 

ET LE CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DOUBLES, 



PAR M. P. APPELL. 



Les polynômes à deux variables analogues aux polynômes de Legendre 
et aux polynômes cos(/iarccosa:) ont été découverts par M. Hermite (*) 
dont les indications ont conduit Didon à des résultats intéressants (*). 
Dans un second Mémoire ('), Didon, se plaçant à un point de vue très gé- 
néral, forme des polynômes do deux variables U^^^Çx^y) de degrés m h- /i, 

tels que Ton ait 

r r 

K ( x,y)\],n^n Upi.v dx dy = o 



//■ 



tant que Ton n'a pas m = ui et /i = v, K(a7, y) étant une fonction donnée 
et le champ d'intégration ayant une forme déterminée. 

Nous avons montré comment les polynômes de M. Hermite, certains des 
polynômes de Didon et certains polynômes analogues à ceux de Jacobi, 
peuvent être rattachés aux fonctions hypergéométriques de deux va- 
riables (*). 

Les polynômes de Legendre interviennent dans la méthode de (jauss 
pour le calcul approché des intégrales définies, et les polynômes plus géné- 
raux P„(x) caractérisés par les conditions 



• n 



(*) Journal de C relie, t. 64, et Comptes rendus de r Académie des Sciences, l. L\. 

(*) Annales de V École Normal Cj i^' st'rie, l. V. 

{^) Ibid.yi.Wh 

(*) Comptes rendus de V Académie des Sciences, 1880; Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, dirigé par M. Resal. 1882; Archii' der Mathematik und Physik «le 
Hoppc, 1881. 
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dans le calcul approché des intégrales de la forme 



f K{x)/(x)d.v 



OÙ K(a7) est une fonction déterminée ( * ). 

Il y a lieu de penser que les polynômes de M. Hermite et les polynômes 
de Didon interviendront de même dans le calcul approché des intégrales 
doubles de la forme 



// 



K(^,7)/(^,j)^'^<y> 



K(xyy) étant une fonction déterminée servant à la définition des poly- 
nômes, et le champ d'intégration ayant une forme donnée. 

C'est à mettre ce fait en évidence, dans quelques cas très simples pouvant 
servir de types à une théorie générale, qu'est consacrée la présente Note. 
Dans une première Partie, nous résumons les principales propriétés des 
polynômes de M. Hermite généralisés par Didon, en y ajoutant quelques 
faits nouveaux, parmi lesquels nous citerons une liaison très simple entre 
une certaine forme quadratique et la notion de polynômes associés ou ad- 
joints introduite par M. Hermite. Dans la deuxième Partie, nous nous oc- 
cupons de l'approximation des intégrales doubles. 

I. — Polynômes. 

l. Imaginons, dans le plan xOy^ un champ d'intégration auquel seront 
étendues toutes les intégrales doubles considérées, et désignons par K une 
fonction de x cl y susceptible d'intégration et conservant un 5i^neco/w/a/i/ 
dans toute l'étendue du champ d'intégration. Cherchons le polynôme P en 
X et y, le plus général d'un degré donné /?, vérifiant les conditions 

(i) f fKx^y^Pdxdy = o * (i^j^p) 

pour toutes les valeurs positives ou nulles des entiers i et y dont la somme 



(*) Voir les travaux de ChristofTel, Tchcbichcff et Heine (Handbuch der Kugelfunc- 
tionen, t. I, p. 286). 
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polynômes linéairement indépendants. Ce dernier point est évident, car le 
polynôme V^„(m -i- /i = /?) contient un seul terme de degré /?, le 
terme x"^y^, 

2. Tout polynôme en a; et^ de degré p peut être mis sous la forme d'une 
somme de polynômes V;„^„ de degrés égaux et inférieurs «i p multipliés par 
des constantes. 

Pour le montrer, il suffit de faire voir que, si ce théorème est vrai pour 
un polynôme de degré (^ — i), il l'est pour un polynôme de degré p. Soit 
donc un polynôme de degré p^ que nous écrirons 

en mettant en évidence les termes de degré p. Le polynôme 

est également de degré p et r les mêmes termes de degré p que le poly- 
nôme Ç/,(^jJK)- La différence 

est donc un polynôme de degré (p — i) exprimable par hypothèse à Taidc 
d'une somme de polynômes V;„^;,; il en est donc de même de ^p{xjy). 

3. Les polynômes V;„„ possèdent évidemment cette propriété que l'in- 
tégrale 

(3) ffK\,n^ny^..dxdy 

est nulle tant que (m -\- n) est différent de (x-h v. Si l'on imagine une suite 
de polynômes V;„ ,, obtenus d'une façon quelconque et vérifiant les condi- 
tions (3), les polynômes de M. Hermite par exemple, on pourra toujours, 
comme le fait M. Hermite, leur associer des polynômes adjoints W^ „, tels 
que l'intégrale 

est nulle tant que l'on n'a pas m = (x et /i = v. Mais, suivant une remarque 
qui nous a été faite par M. Tchebicheff (*) à l'occasion de nos recherches 



(») Voir DiDON, Annales de l'École Normale, r« série, t. VII, p. 265. 
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devient, si Ton remplace U^^o et U^-n par leurs valeurs (4), 



dao ' ^^ âai ' "'c^a, ..... p ^^ 



p 



(le même, la condition 
peut s'écrire 



p 



Cq -z — -+- C* ^ -^ Cm -z — -{- . . . -+- Cp -r Oj 

oao da, da, '^ da. 



et ainsi de suite pour toutes les conditions (5). Les équations (5) expriment 
donc que, dans l'espace à p dimensions, les points ayant pour coordonnées 
homogènes 

sont les sommets d'un polyèdre de (/> H- i) faces conjugué à la quadrique 
'\f{xQj a?,, iCj, . . ., Xp) = o. Le discriminant de la forme quadratique ^ n'est 
pas nul, car cette forme ne peut pas s'annuler pour des valeurs de x^j 
X,, ...jXp non nulles à la fois, comme il résulte de l'expression de ^J^ sous 
forme d'intégrale définie. On pourra donc déterminer les quantités 
(a^j a,, . . ., a^), (Ôq, 6,, . . ., 6^), .. ., (/©, /,, . . ., Ip) d'une infinité de fa- 
çons, par exemple en décomposant la forme ^J^ en carrés. L'une de ces dé- 
terminations étant adoptée pour chaque degré /?, on aura des polynômes 
V,„^„, tels que 

tant que l'on n'a pas m = (x et n = y. De plus, comme les quantités 
(a^,, a,, . . ., ûRp), (6^, . . ., bp)^ . . ., (/,,, . . ., Ip) ne sont déterminées qu'à des 
facteurs près, on pourra supposer ces facteurs choisis de telle façon que 
les intégrales doubles 

ffKV',,odxdy, Jj\\]l^,,,dxdy, ..., Jj^Kl^lpdxdy, 
(jui ont pour expressions respectives 

soient toutes égales à Vunitc. 
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En résumé, nous avons formé des polynômes U,,,,;^ linéairement indépen- 
dants, de degrés (m -h n), vérifiant les équations 



y y KU;„,„UpL,vc?^c(r= 



tant que Ton n'a pas m = (x, n = v, et 



JJniM^ndxdy^i. 



Un polynôme quelconque d'un degré /?, ^p{x^y)^ pourra se mettre sous la 
forme d'une somme de polynômes U,„^„ multipliés par des constantes 



m-4-/i=/» 



9p^^^y)'=^ 2 ^"'»«^'«.«' 



m-+-i? = 



et Ton aura, en multipliant les deux membres par KU;„^ dx dy et intégrant, 



"^m.n^ I I f^9p(^yy)^ni,ndxdy. 



Plus généralement, si Ton admet la possibilité de développer une fonc- 
tion 9(^,JK) en série de polynômes Um,n 



?{^fy)= 2 ^'".'•^'«•' 



on aura de même 



'>^m,n= f j ^9i^»y)^m,ndxdjr. 



4. D'après une remarque de Didon (Annales de l^ École Normale, 
\^^ série, t. VII), si Ton a une suite de polynômes, tels (juc l'intégrale 



JJK\^^,\^^,dxdy 



soit nulle tant que w -h /^ est différent de (x h- v, on peut en déduire une 
infinité de systèmes de polynômes associés P;;,^;, et R^,»? tels que 



Il KP,„,;,RpL.v dx dy = o 



tant que l'on n'a pas m = (x, n = v. On vérifiera sans peine que l'on ob- 



II.K 
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tiendra les polynômes P,„^ et R;„^ d'un degré donné p par la méthode sui- 
vante. On posera, comme dans le numéro précédent, 

1 p_ 1,1 := ^0 V p,o ■+" ^i ▼ p-i.i -t- • . . H- t>p > o,/>. 



puis 



"p-i.i ^^ ^0 ' p,o "^~ ^1 '^p-i.i -h . . . -f- ^^ > 0,/» 



R 



o,p 



*o '^ PtO "^ *i » p-1,1 ~t~ • • • 4" v»'o,p» 



et Ton prendra, pour 



(^o> ^1» • • •> ^/>)» V^o» ^i> • • •> ^p)> • • •» (*o» *i> • • •» *p)> 
\^o» ^1 ♦ • • • > ^/» )» \ ^o> ^1 ♦ • • • » ^/» /» • • • » \ *o> 'i» • * * » /» '» 

les coordonnées homogènes, dans l'espace à p dimensions, des sommets de 
deux polyèdres à (/?-+- i) faces conjugués l'un de l'autre par rapport à la 
(|uadri(jue 



Jéfinie à la page 5. 



V ( «^o» "^1 ♦ • • • » *^/» ) — o> 



5. Soit un polynôme P, de degré />, vérifiant les conditions 



(I) 



f fKxyJVdxdy — o, 



f'-^J <Pl 



il est évident que ce polynôme doit s'annuler dans le champ d'intégration, 
car s'il y gardait un signe constant, l'intégrale (i) ne serait pas nulle pour 
i=j = o. 

IMus généralement, si le polynôme P est décomposable en un produit de 
dcîux facteurs entiers P = QR, chacun des polynômes Q et R doit s'annuler 
dans le domaine d'intégration. En effet, si le polynôme R, par exemple, 
j^ardait un signe constant dans le champ d'intégration, l'intégrale 



f f KQP cix ci Y 



\ 



ni (IrKi'aii (Urr nulle en vertu des relations (i), puisque le degré de Q est 
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moindre que celui de P, ne le serait pasy car en remplaçant P par QK, 
elle deviendrait 



f fKQ^Rdxdy, 



ce qui est une intégrale composée d'éléments ayant tous le mémo signe. 

II. — Quadratures mécaniques. 

6. La théorie des quadratures mécaniques est ordinairement rattachée 
aux propriétés des fractions continues. Mais, pour préparer son extension 
aux intégrales doubles, nous adopterons le mode d'exposition suivant, que» 
nous indiquerons rapidement, sans le donner comme nouveau (*). 

Soit K( j;) une fonction donnée de x susceptible d'intégration dans un 
intervalle donné a, 6, et 

une série convergente dans cet intervalle ainsi qu'aux limites. 
Pour évaluer l'intégrale 

V = «0 

K{x)f(,x)dx — ^a^V,, 

v = 

où 



^ a 



lvz= / K{x)x'' dx, 

^ a 

substituons kf(x) le polynôme de degré n — i 

r V ( j? — X^ (x — ^%)» . ,\X Xn) f/\ (^ '^l) (^ •^s)» • 'C*^' '''n) /•/ « \ _. 

, (x — x^)(x — x^),..(x — x„_^) 



(.r„ — Xi ) (Xfi Xj) . . . {X„ Xfi^i )' 

qui, d'après la formule de Lagrange, devient égal kf{x) pour n valeurs 
X,, ^2, . . ., 07;, choisies dans l'intervalle a, b. Nous prendrons pour valeur 
approchée de l'intégrale I, l'intégrale 

J=y K{x)t:^{x)dx — p^f{,x^) -hPi/{Xi) -h. . .-i-/>/i/(.r„), 



(*) Voir Jordan, Cours d'Analyse, t. II, p. io8. 

IV.- Fac. de r. H. 2 



H.IO p. APPELL. 

PnPii -"} Pn désignant des constantes qui dépendent de la valeur de a:,, 
.r.^, . . ., x„, mais non de la nature de la fonction /(x). Par exemple, 



*■ a ^ • 



(a: — x^)(x — Xj). . .(0- — JC„) 



K{x)dXf 



Kn remplaçant /(a;, ), /(^a), . • • j /(^n) P^r les séries correspondantes, 
on a 



V = «o 



^ = ^MPi^\ -HPî^î -+-... -h />«a7X). 



v=o 



Si l'on suppose nuis les coefficients 

On, «/i^i, .. ., ad inf., 

/(x) se réduit à un polynôme de degré /z -— i, ç(a?) devient identique 
k/(x), et Ton a alors 

quels que soient a^j a,, . . ., a„_|. On a donc 

/>! ^ï ■+- Pt^i H- . . . -^Pn^n = 1m 



Pl^l~^ -4-/?,XÏ-» -h. . .-I-/?;.^?;-»— !„_,. 



Ces relations ont lieu quels que soient a?,, a-2, . . ., o:^. Pour obtenir une 
approximation plus grande, disposons de ces n quantités de façon à rendre 
égaux les n termes suivants en 

dans les expressions de I et de J. \ous aurons les n nouvelles équations 



(7) 






PxA'"'^Pr^V~'^'"^Pn^V'-' = I 



î/i-i 



On a en tout 2/z équations ((3) et (7) à -m inconnues p,,/?^ p„, x,. 



SUR UNE CLASSE DE POLYNÔMES A DEUX VARIABLES. H. II 

P {x) =1 Xo-H X, 0:4- XjiJ7»-+- . . . -h In-l^""^ ■+- ^n^" 

le polynôme de degré n ayant pour racines a?,, ara. . . ., ^«. On aura 

pour / = I, 2, . .., /z. Alors, en multipliant, dans le Tableau des équa- 
tions (6) et (7), la première par X^,, la deuxième par X,, . . ., la (/^ H- i)'^™* 
par X„ et ajoutant, on verra que les coefficients de pi, p^j ---^ p,i sont nuls, 
et Ton aura 

De même, en multipliant la deuxième de ces équations par \^ la troi- 
sième par X|, . . ., la (/iH- 2)'^™* par X„, on aura 

Aoli ~H A| Ij -H . . . -H A«— 1 l/i -H A„ I;,^! = o, 

et ainsi de suite jusqu'à 

Ao l/»-l -+- Al 1;, H- . . . -h A«_| lin-t H" A/i Ijn-l ^^ 0« 

Ces équations, qui déterminent les rapports des coefficients Xo, X| , . . . , X„ 
à l'un d'entre eux, expriment que le polynôme P(x) satisfait aux n re- 
lations 



f Kia:)xPP{x)dx=zo, 



b 

-»x, V . /> := O, I, 2, . . ., /I — I 



(jui déterminent le polynôme P(x) à un facteur constant près, à condition 
que K(x) garde un signe constant entre a et b. Par exemple, si K(;r) = 1 , 
a = — I, 6 = H- I, P(^) est égal, à un facteur près, au (n — ly^^^ poly- 
nôme de Legendre. 

Si K(a;) changeait de signe dans l'intervalle a, 6, le polynôme P(^) 
pourrait ne pas être déterminé par les conditions précédentes. Il paraît 
alors possible d'annuler un terme de plus dans la différence I — J. Par 

exemple, en prenant a = — i , 6 = 1, K(x) = jx^-i- xy/i5^ il existe une 
infinité de polynômes du second degré P (a;) vérifiant les deux conditions 



+1 ^-»-i 



f K{x)P{x)dx = o, Ç Yl{x) xP {x) dx — o , 



H. 12 p. APPELL. 

(Test ce que Ton vérifiera sans peine, en montrant que le polynôme P con- 
tient deux coefficients arbitraires. 

7. Le problème de l'extension de la méthode de Gauss aux intégrales 
doubles se présente maintenant d'une manière simple. Nous ne ferons que 
rindiquer sommairement, car cette théorie doit être développée par 
M. Gourier dans une thèse. 

Soit K une fonction de x et y susceptible d'intégration, gardant un 
signe constant dans le champ d'intégration, ci /(x^y) une fonction déve- 
loppable dans le champ d'intégration en une série de puissances 

|JL-|-V=ao 



/(^,y)= 2 ^ï^^vJ^'*/^ 



U-4-V=:0 



L'intégrale double 



\=ffK/{T,y)dxdy 



aura pour expression 



PL-+-V = i0 



1 — ^ ÛTjJL.V IjA.V, 



pu- V = 



si l'on pose 



ljj,^v= f fKx\^y''dj:djr. 



Prenons un polynôme ç(x, y) de degré p eu x et y : ce polynôme 
contient un nombre 



n 

de coefficients b 






9i^>y)— 2 V'•^^>'^ 



"{X-»-VsbO 



([ue nous déterminerons en exprimant qu'il prend la même valeur que 
/(^jy) ^^ fi points (x<, j^), {x.;^^y2)^ ..., (^;„7n) situés dans le champ 
intégration et n appartenant pas à une courbe d'ordre p. Les coefficients 
h^^^ étant ainsi déterminés par des équations du premier degré dont le dé- 
terminant n'est pas nul, le polynôme (^{x^y) prendra la forme 
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et rintcgralc 
deviendra 

Pn P2^ ...,;?« ne dépendant que de (.r<, y,), (jo.,,}'^), . , .^ {x^^^ y^) elnou 
de la nature de la fonction /{-'^^y)- Cette intégrale J pourra s'écrire 

PL-HV=0 

et Ton prendra J pour valeur approchée de I. Si, dans /(x-, y)j les coefii- 
rients a^^^ de tous les termes de degré supérieur à />, (ijl -h v >/>), étaient 
nuls, /(^ty) serait un polynôme de degré p et 9(.^, y) serait identique 
à/(.r,y). On aurait donc 

1=J, 

quelles que soient les valeurs des /* premiers coefficients «j4v([Jt. -h V^/?), 
ce qui donne 

(8) Pi'^);y\ -^Pi-^^y^ -+-• • •-+-/'« ^-^îi 7// = ^v..^ 

pour toutes les valeurs de ui et v dont la somme est moindre que (p -h i) 

On pourra ensuite cherchera disposer des j.n indéterminées (^./•,,>', ), 
(•^25^2)1 • • •? ('^'/n yn) ^^^ façon à rendre identiques 2n des termes suivanls 
dans les développements de I et de J, ce qui fournira 2/1 écpiations nou- 
velles de la forme 

On aura en tout un système de 3/z équations (8) et (9) à 3n inconnues 

PijP2j "")Pni (^15/1)5 (-^25/2)? ---i (-^'n^yn)- ïl faudra, pour que le problème 
soit possible, que ces équations soient compatibles et donnent, pour les 
points (d?n^i), (^2?y2)j •••1 (^nj yn)i des points réels appjirtenant au 
champ d'intégration et non situés sur une courbe d'ordre p. 



II. l4 p. APPELL. 

8. Le cas le plus simple de tous est le cas de p =Oy n = i. On substitue 
alors à /(xj y) une constante /(X|, y,) égale à la valeur que prend 
f(xjy) en un certain point (^n /i) du champ d'intégration. L'intégrale J 
devient 

^=P\f{^iyy\)y ^^~J J *^(^'/)^^^/= W 

On pourra disposer du point X| , y i de façon à égaler les deux termes 
suivants dans les développements de I et J, ce qui donne 

ou 

*^i— i > 7i — ï 

Donc le point (x,, y,) devra être choisi au centre de gravite du champ 
(rintégration, la densité en chaque point étant égale à K(x^y). 
Si Ton forme le polynôme le plus général du premier degré 

s'annulant pour x* = x,, y =/,, on voit, en écrivant Aj;, -h B^, -f- C = o, 
c/est-à-dire AI,,o "i" BIo,i -4- CI©,© = o, que ce polynôme possédera la pro- 
priété 

KP dxdy =:o; 



II 



ce sera donc le plus simple des polynômes considérés dans la première 
Partie. Ce polynôme égalé à zéro donnera une droite passant par le point 
fixe cherché (:r,,j,) : X|,oV,,o-f- ^0,1^0,1 = o. 

1). En donnant à p d'autres valeurs, on se trouve en face de certaines 
difficultés : les équations obtenues peuvent être incompatibles ou donner 
(les points non situés dans le champ d'intégration. Nous nous bornerons à 
signaler un cas intéressant à étudier en détail, c'est le cas où /? = 4 • le po- 
lynôme <p(x, /) contient alors /i = i5 coefficients. On pourra chercher à 
disposer des v3o coordonnées {x^^y^)^ (^ijyi)^ •••? (^157/15)» de façon à 
rendre identiques les coefficients des quantités a^ vj dans les développements 
des intégrales I et J, pour toutes les valeurs de a et v dont la somme est in- 
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férieure à 9. On a ainsi les équations 



(10) 



O.fX 



— -^"s 



'J _ 



=. f 



au nombre de 4^5 déterminant p^. p^, — /?,i, <'n Vi )? (-'-j^y^) 

(•^is^/is)- Les i5 points (Xi.yi) n'étant pas sur urir? rourhe du (|natricinr 
degré, on pourra chercher l'équation généralr d'urir? courhedu cinfiuirnit* ch*- 
gré passant par ces points. Soit 



.1 



■ 

l'équation d'une courbe du cinquième dej(ré passant par ces lo points, on 
aura les conditions 

• - 

IVaprcs les équations (10), on voit que Ir polynôme du cin(piièm<» dej^iê 
•^(x, j^) est d'abord assujetti aux conditions 

au nombre de 10. 

Comme ce polynôme contient 21 roeflici<Mils, ces conditions en déler- 
minent 10 en fonction des 11 autres, vl l'expression la pins }(ênêral<' (Tmi 
polynôme 'i^{^yy) vérifiant ces 10 conditions esl 

[JH-V.- -1 

les polynômes Vj^^^ étant ceux ([ui ont été définis dans la |)rciniére Piirlir. 
I-iCs coefficients Xj4,vî ^^^ nombre de 11, sont encore assuji^llis à cranlrrs 
conditions, puisque l'écjuation d'une courix» du cinqniénu» ordre |)assanl par 
i5 points ne contient pins cpie (> coefficients d'une manière linéain* cl ho- 
mogène. 

On verra, de même, cpie toute» courb(î du sixième, seplièmc, Iniiliènic 
ordre passant par les i5 points (-tv, ^'/)a uncî c(|ualion de l'une des formes 
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suivantes 

2 >il,vVjJL,v(^,7) = 0, 



pi-+-V =3 
jJL-+-V = 7 



2 VvVj,,v(^,7)=0, 



pL-4-V=:8 



2 >.(iL.vV^,v(^,j) = 0. 



[A-J-V = 1 

10. On pourrait aussi imposer aux points (x<,j^,), (x-oî/a), . . ., {^-n^yn) 
des conditions particulières, en diminuant d'autant le nombre des termes 
({ue l'on annule dans la différence I — J. Supposons, par exemple, que le 
cliani|) d'intégration soit un cercle de centre O et de rayon i et que R = i , 

l^es polynômes V,„,;, sont alors composés linéairement avec les poly- 
nom(»s 

^/n-»-n / ^,î _j_ yi ^yn-t-n 



*-"//»,« — 



dx'" dy 



de M. Herinite. Prenons '3 points (x,, y,), (xjj,^^.,)? (-'^'aj^a)^!^"^ le cercle, 
(*t substituons à la fonction /(/:', y) à intégrer un polynôme du premier 



d(*giT 



9(^^» r) = ^0,0 H- ^1,0^' -H ^o.ij 



(|ui devieime égal 'd/(xj y) aux 3 points. En raisonnant comme plus liant, 
on verra que, dans la différence I — J, les trois premiers termes sont nuls. 
( )n pourra alors disposer des coordonnées des 3 points de manière à an- 
nuler les ternies du second ordre et 3 des termes du troisième ordre. Annu- 
lons seulement les ternies du second ordre : nous aurons en tout G équations 

Pi ^i -+- Pi^i-^Pz^z = Ii,o = o, 

Piji -+- piyt -+- /?, 73 = lo.i = o, 

4 

PO'l -^- 7^27^ -H Pzyl = Io.2 — ^ • 
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; 



On [)ourra, dans do cerlaiiK^s limitas, choisir arhilraireiiienl i dos 
() qiiantilôs qui figiironl dans cos ôcjiialions. On pou! romarqiior qu<» si 



'1, 



(.r, V) - A.i-'H-- |{.f'>'"i- i]y--r- D.r -i- K >* -i- F — <! 



dôsigno rôcjualion dune coni(]uo passant par les '{ points, 1rs ôcpialionsi i i ) 
inullîpliôos par F, I), K, A, IJ, (1 ot ajoulôos donnonl, j)uis([u<î 

l^n particulier, si cotlo conicpie ost un cercle, son écpiation S(Ta do la 
fornio 

./•- -f- y- -+- I) ./' -h E >• — J : o, 

c»l la [)uissance de l'origine* [)ar rapj)orl à ce cercle sera constante». I^a condi- 
lion (12), (pio nous venons crobtenir, peut aussi s'intcrpréUM* c»n remarquant 
([u'ello signifie 

donc '\f(^^ y) ost (Ir la forme 



|i*-v-î pi-f-v -; 



••K-r, r) — ^ /.|jt,v^jx.v - ^ A|i,vt|X,V» 



|JL-f V 1 p. +-V. 1 



les Vjx V étant les polynômes considérés dans la première l\irtie, les V^,, les 
polynômes de M. Ilcrmite, A^^^ et K'^^ des conslantes arbitraires. 

I^articularisons le problème et assujettissoiLs l(*s '5 points (.-^'n^'i), 
^^21 yii)j {-^'31X2^ «^ se trouver sur un cercle de centie O. Alors, d'après ce 
qui précède, D = J*] = o et le cercle sur lequel se Irouvent les points est 



U'^ -I- >' — I — o. 



l'^aisons 



IV. — Fac. de r. H. 3 
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Nous aurons, d'ajm's {\ i ), 

(i3) 



Pi 


H- 


Pi 


4- 


P^ 




o, 


Pvt\ 


4- 


P^^\ 


4- 


Pz^l 





o. 


Pi 


-h 


Pt 


4- 


/>3 




o. 



En éliminant />,, />a, p^ entre ces /\ équations, on trouve deux condi- 
tions (jui, après suppression du facteur (/, — t.,^{t., — l^^i^t^ — ^,), doinient 



/i4- ^2 4- ^3=o, ^j ^3 4- ^3 ^1 4- ^1 ^j =; o. 



Ces 'i (juantités sont donc racines d'une équation l)inônie de la forme 
P=c^^i^ et Ton a 



a I -\ Il 



Donc enfin, les '^ points forment les sommets d'un trianjfle é([uilaléral 

inscrit dans le cercle de centre O et de rayon — ; Tun de ces sommets (»st 

arbitraire. Les équations (i3) montrent ensuite que />, = p,, = p^ et la pre- 
mière des écjuations (i i) donne, pour la valeur commune de ces 3 coef- 

ficients, ^• 

H. Nous avons dit plus haut que le problème de déterminer 

Pli Pin • • • » Pm ♦^'i» yii ^-ii „Ki, • • •» "''/î» y'ti 

par les équations (8) (»t (()) peut, dans certains cas, être impossible. Pour 
en donner un exem[)le, prenons encore une intégrale double 

\=Jjf(^r,y)dxdy 

étendue au cercle 

.r* -k- y"^ — I = o, 

la fonction K étant supposée égale à Tunité. Substituons 'd/(x, y) un poly- 
nôme du premier degré 
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prenant les mêmes valeurs (jue /(/', y) en 3 points (r,, \'/), (.'\», \'o), 
(x-,, j^j) non en lijifne droite situés dans le cliamp d'intégration, et adop- 
tons eomme valeur approchée de I l'expression 



''~ / / ?(''''''^')^'*^^-^'- 



Dans la différence I — J, les trois premiers termes sont nuls. On 
pourra alors chercher à disposer des coordonnées des 3 points de njîuiière 
à annuler les termes du second ordre et les trois [)remiers termes du troi- 
sième ordre. On aura ainsi 9 équations 

/>i-^/>î-+-/?3=lo,o=7:, 

P\y\ -+-Pî7î -"rPiX^ --lo,i O, 
Pï^] -^PlA -^-/'3•^3- : - lj,o-- 7» 

(«4) { Pi'^O'i -^ PtJ^iXi H- Pz-r^rz - li,i = o, 

PO î -^PO'l -^p^yl ^^ Ki- 7' 

P^X] -hpiJr] 4-/^3 -^3 ~-l3,0--O, 

Pi ^îji -+- Pt^lyi -+-/^3^3 V3 - - 12.1 ■ - o, 

Or ces é([uations ne déterminent pas 3 points remplissant les conditions 
recpiises. En effet, soit 

Téquation d'une conique passant par les 3 points cherchés et un point à 
rinfini sur Taxe Ox\ On aura 

pour / = 1 , 2, 3, d'où Ton déduit immédiatement 

/ Al2,o 4- HI,,, M- 1)1, ,„ ^ EIo.i + FI„,o - o, 

(lû) < Al3,o4-Bls,,4-l)l2,o-i-EIi.i-HFI,,o o, 

AI5.14- BI,.2H-DI,,i4-EIo,,4-Flo., — o, 
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FONCTION SPHÉRIOUË DE SECONDE ESPÈCE. 



KXTRAIT d'une LETTRE ADRESSÉE A M. LERCH 



PAR M. HERMITE. 



Soit X;,= F(x) le polynôme de Legendre du degré n^ et R(x) la partie 
entière du produit 

^ ^\X 3j7' oj:* / 

je poserai, sous la condition que le module de la variable soit supérieur à 
l'unité, 

QM^) - ^ F(^) log^^ - R(.r), 

et, dans le cas contraire. 

Ces expressions vérifient Téquation différentielle 

et représentent dans tout le plan, sauf sur la circonférence de rayon égal à 
l'unité et dont le centre est à l'origine, ce que Heine nomme la fonction 
sphérique de seconde espèce. L'Ouvrage classique de l'illustre géomètre 
en expose les propriétés fondamentales qui sont d'une grande importance, 
mais il n'aborde pas l'étude de l'équation Q"(x) = o, la recherche de ses 
racines réelles ou imaginaires. J'ai essayé de traiter la question en em- 
ployant le théorème de Cauchy dont je rappelle l'énoncé. 

IV. — Fac, de T. I.I 



1.2 IIERMITE. 

Soil /(j) = o une équation ayant pour premier membre une fonction 
holomorphe quelconque; si l'on pose 

/(^ + /»=rP4-/Q, 

Texces (lu nombre de fois que le rapport ^ passe du positif au négatif, sur 

le nombre d(» fois qu'il passe du négatif au positif en devenant infini, 
lorsque la variable z = x -h iy décrit dans le sens direct un contour fermé, 
est égal au double du nombre des racines contenues à Tintérieur de ce 
contour. 

La fonction Q"(^) que nous avons à considérer n'est pas holomorphe, 
mais elle le devient par un changement de variable, et lorsqu'il s'agit de la 
première de ses deux expressions, à savoir 

Q«(.r)=jF(.r)log:^-R(.r); 



je ferai 

J7-I- I 

»r — I 

d'où 



= c% 



P= —, 

€" — I 



Kn posant alors, pour abréger, 

j'aurai deux fonctions entières du degré n en <?*, et par conséquent, sous la 
forme voulue, l'équation 

Une première remarque permettra de chercher seulement les racines qui 
sont dans le demi-plan au-dessus de l'axe des abscisses. Soit, en effet, 

les égalités 

F(-.r) = (- i)«F(a:), R(- x) = (— i)'»-» R(ar) 

donnent immédiatement 



SUR LES RACINES DE LA FONCTION SPHÉRIQUE DE SECONDE ESPÈCE. 1.3 

et l'on voit que les racines étant deuix à deux égales et de signes contraires 
sont placées symétriquement par rapport à Torigine. Ce point établi, je 
ferai usage, pour mon objet, de contours qui seront des rectangles ayant 
leurs côtés parallèles aux axes coordonnés. Les côtés parallèles à Taxe des 
abscisses seront représentés par les équations 

^ =z A711 -H /, z=:(k-\- 1)11: -h l, 

où A* est entier, en faisant croître /de — a 4- a; les autres seront 

z = Ait: -h a-\- it^ z =1 kiit — a -h ity 

l variant alors de zéro à -n. 

J'ai maintenant à obtenir, dans ces divers cas, le premier membre de 
l'équation sous la forme P -+- /Q, puis à calculer pour chacun d'eux ce que 

Cauchy nomme l'indice de ^- Supposons d'abord que A* soit pair, on aura 

et, par conséquent, 

P = ^<^(e') — n(e'), QzrA-7rO(e'), 

en observant que les coefficients des fonctions $(e^) et n(e') sont réels. 
Pour obtenir ensuite l'indice de ~ en tre les limites / = — a,/ = H- a, j'aurai 
recours à la relation 

Ind ^ 4- Ind TT = Ê, 

où £ se déterminera par la règle de Cauchy. Je remarque à cet effet que, 
si nous attribuons à / une valeur considérable, l'expression 



p_ 1 r n(gMl 



se réduit sensiblement à ^— > le second terme étant fini, puisque l'exponen- 

tielle entre au même degré dans le numérateur et le dénominateur de la 
fraction. En supposant la quantité a très grande, nous aurons donc aux li- 
mites pour t = —a^ / = -h a, les signes — et h-, par conséquent £ = — 1 . 
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Ce résultat obtenu, écrivons successivement 



IndjT =:Ind ^— ;i-t-7t z=Ind — «-7-7^ =— ïnd;|-7-T 



) 



puis revenons à la variable 



ce qui donne 



JT =1 


e' .' 


n(e') 


2R(.r) 


4)(e') ■ 


" F(^) 



On remarquera que la quantité x reste toujours en dehors des limites — i 
et -h I, de sorte que F(x) ne peut s'annuler, ni la fraction devenir infinie. 
L'indice est donc nul et il en résulte qu'entre les limites considérées 
/ = — a, / = -+-«, on a 

Ind ^ =r — I . 
Passons maintenant au cas où l'entier À' est impair, et soit alors 

en posant 

On trouvera, conmie tout à l'heure, £ = — i et il faudra obtenir l'indice de 
l'expression 

n(-e') 



<!>(— e') 



que la substitution suivante 



u 
^ 






ramone à ,, >" • Mais cette variable \ parcourt maintenant Tintervalle 

compris entre — i <*l -h 1 , lors(jue / croît de — co à -h oc : il y a donc n pas- 
sages par l'infini qui correspondent aux diverses racines a^ b^ . . .^ l du po- 
lynôme de Legendre. Cela étant, l'égalité 

n(0_ I I [ 
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fait voir que ces pussagcs ont lieu du négatif au positif; on a donc 
cl nous en concluons celle seconde relation 

Les côtés du rectangle (jui nous restent à considérer conduisent aux ex- 
pressions 

/{kii: 4- rt 4- il) = (kir. -i- a -h il) 4>[(— i)* e"-^''] — !![(— i)^i»"-''], 
et 

/(Air. — a-h it) = (kii: — a -+- it) ^[(— i)*e~«-^''] — !![(— O^Y'-"-*-"], 

qui prennent [)our de grandes valeurs de la constante a une forme exlrénie- 
nient simple. 

Soit d'abord, en développant suivant les puissances descendantes de Tex- 
ponentielle, 

la première se réduit au seul terme 

et le rapport ^ à la quantité -—r-, qui devient infinie // fois (*n passant du 

positif au négatif lorsque / croît de zéro à û. Pour obtcMiir la seconde, on 
emploiera les développements de n(r'') et àQ<^{c') suivant les puissances 
ascendantes de r^. Kn négligeant TexponenlieUtî r~"^", la partie réelhî P 
est une constante, de sorte que l'indice relatif au cjuatrième côté du rec- 
tangle est nul. 

Les résultats que nous venons d'établir donnent immédiatement Tindice 
relatif au contour total du rectangle; en observant que l'indice du côté pa- 
rallèle à la base doit être cliangé de signe afin d'avoir égard au sens dans 
lequel il est parcouru, on obtient les conclusions suivantes : 

i" Lorsque l'entier A' au([uel correspond la base est un nouibriî pair 2/, 
la somme des indices — i, /*, /^ -h 1 est égale à 'in\ Téqualion Q"(.r) = o 
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a donc n racines comprises entre les deux parallèles j^ = 2/7:,y=(2/-+-i)7:. 

2" Mais si la base correspond à un entier impair ^ = 2/ -f- i, les indices 
étant — //, — I, /?, I, leur somme est nulle, et il n'existe aucune racine 
entre les droites^ = (2/ -h i):: etj^==: (2/4- 2)7:. 

L'analyse précédente doit être légèrement modifiée lorsqu'il s'agit de la 
portion du plan limitée par l'axe des abscisses et la droite^— 7:; le long de 
l'axe, en effet, la fonction f{x) est réelle et n'a pas la forme P 4- /Q. Nous 
considérerons une parallèle infiniment voisine, représentée par l'équation 
j = / -h /S, en supposant que S soit infiniment petit et positif. Ayant ainsi 

l'indice de p sera celui de la quantité tt-t» qui est égal à — (jl, si l'on dé- 
signe par (jile nombre des racines réelles de l'équation /(/) = o. L'indice 
du contour du rectangle est donc 

et sera connu lorsque nous aurons obtenu le nombre (jl. J'emploierai dans 
ce but cette expression de Q''(^), la première qui se soit offerte, à savoir 



2 ' 'J (x*— i)t* 



(^) 



l'allé montre que cette fonction reste toujours de même signe et positive, 
lorsque la variable est en valeur absolue supérieure à l'unité. On voit aussi 
que Q''(^) s'évanouit pour x infini, le développement de l'intégrale suivant 
les puissances descendantes de la variable commençant par un terme 

en — 7^1^:7 • Par conséquent, à l'égard de / qui est lié à x par la relation 



<?'4- I 

X=L — ' 

e* — I 



on n'a que la racine t=o avec l'ordre de multiplicité /^ 4- i. Mais l'indice 

fit) , 
de -fTjr représente le nombre des racines réelles qui sont distinctes, sans 

avoir égard à l'ordre de multiplicité ; le nombre (jl est donc égal à l'unité, 
et il est établi que la portion du plan que nous venons de considérer 
contient n racines comme toutes celles qui sont comprises entre les droites 
y = 2/7:, j^= (2/4- 1)11. 

Une dernière remarque nous reste à faire. 
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L'é(|uation qui vient de nous occuper a ses racines imaginaires conjuguées 
puisqu'elle est à coefficients réels, et ces racines sont deux à deux égales et 
de signes conlrtiires. Elles se trouvent donc en nombre pair et représentées 
par les quantités g H- ih^ — g -h ih^ dans la région où nous venons de dé- 
montrer que leur nombre est /*, à moins que Ton n'ait «^ = o. De là résulte, 
lorsque n est impair, l'existence d'un nombre impair de racines telles que 
z = /A, où la quantité h est comprise entre les limites 2/71 et (2/4- i)*!!. 
C'est ce qu'il s'agit de reconnaître. 

J'observe, dans ce but, qu'en posant z = iX, dans l'expression 

e-4- I 

J^— > 

€" — I 

on en tire 

.r zz: - col-' 
I 2 

La transformée en X, de l'équation /(.î) = o est donc 



^Ff-.cot^-Rficol^Wo, 

2 \ £ 2/ \l 2/ 

et, si Ton écrit pour un moment 

on l'obtient ainsi sous forme entière 

— sm- af-:Cos- j -h ftsjn*-( -rcos- j 4-. . .-!-/?sm'*~* - ~o. 

Faisons maintenant dans le premier membre les substitutions t = 2/11, 
Ç = (2/ -4- 1)71; en se servant de la condition que n est impair, les résultats 
seront 



In 



et il faut établir qu'ils sont de signes contraires. Remarquant, à cet efl'et, 
que p est la valeur de R(ic) pour x = o, on est amené à recourir à l'exprès- 
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sîon do M. ChrislofTel 

2/1 — 1 a/*— 5 a#i— 9 

i./i o(/i — I) o{n — "i) 

Mais celle formule ne conduil pas au bul, les polynômes d'indices pairs X^, 

Xj^ X^, ... présenlanl la succession des signes -f-, —, -*- lorsqu'on 

suppose X = o. Xous emploierons un aulre résultai de Filluslre géomèlre; 
je ferai usage de Téqualion suivanle 

dans le cas parliculier de v = o. Elle donne celle expression 

I JT) — 1 r- . . . -î- ' 

I a /« 



■ -I 



donl lous les termes onl pour x = o le signe de (^ — i ) ' : le coefficient a 
étant positif, il est prouvé que les substitutions $= 2/::, ^ = (^/-î- i):: 
conduisent, comme nous voulions Félablir, à des résultats de signes con- 
traires. 

La fonction sphérique de seconde espèce définie à Fintérieur de la circon- 
férence de rayon égal à Tunilé, dont le centre est à l'origine, par la formule 

se traite de la même manière et par le même procédé. 

Ainsi, en posant — — = e^, nous obtenons une fonction holomorphe de z 

où Ton a 

Soil ensuite, 

z ^ Ain -i- /. z = kii: -h a -r- îi, 

et faisons successivement /(z) = P -h iQ. On trouvera en premier lieu, 
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suivant que k est pair ou impair, Ind ^ = — /t — i , ou [nd -p = — i ; puis, 

suivant que la constante a supposée très grande est positive ou négative, 

Ind^ = non bien Ind^ = o. A Tégard du nombre (jl des racines réelles, 

je dois à M. Stieltjes la remarque qu'il résulte d'un théorème général de 
Sturm sur les solutions d'une équation différentielle linéaire du second 
ordre, que l'on a (jl = /z4- i, deux racines consécutives comprenant tou- 
jours une racine de X;,= o. C'est ce qui résulte aussi de l'expression déjà 
employée 

R(x) A B L 

F(jr) X — a X — b * ' ' .r — / 

OÙ les numérateurs des fractions simples sont tous positifs. 

Supposons que l'on ait a <[ 6 <[ c <[. . . <[ /, et écrivons le premier 

membre sous la forme 

I , I -h .r „ A 
log- —1 



2 I — jc X — a 



On voit que la dérivée 



1 — .r* (x — ay 



étant continue et positive, lorsque la variable croît de a à ^ par exemple, 
l'équation ne peut avoir qu'une seule et unique racine dans cet intervalle; il 
en est de même entre les limites — i et a d'une part, / et i de l'autre. Et 
comme, en faisant dans l'expression considérée les substitutions x = a-h o^ 
x = ft — S, où S est infiniment petit et positif, on obtient des résultats de signes 

contraires, ^^ et — > ; qu'il en est de même si l'on suppose x- = — i -+- o, 

X = a — S, et enfin a?=/-i-S, x=i — S, ona ainsi démontré l'existence de 
n 4- i racines, placées chacune entre deux termes consécutifs de la suite 

— I , a, ft, c, . . . , /, -h I . 

Ce point établi, et après avoir remarqué la relation 
il suffira d'énoncer les conclusions suivantes. 

IV. — Foc, de r, .12 
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L^équation /(z) = o admet n racines qui sont comprises dans l'inter- 
valle des parallèles jK = (2/ — i)it,y = 2/1C, et il n'y en a aucune entre les 
droites^ = 2/7:, j^= (2/+ i)t:, pour /= 1,2, .... 

Il n'y a de même aucune racine dans la région comprise entre une paral- 
lèle à l'axe des abscisses, à une distance infiniment petite au-dessus de cet 
axe, et la droite y = i:. 

Enfin, et dans le cas de n impair, il existe, représentées par la forme 
^ = i'hj un nombre impair de racines où h est renfermé entre les limites 
(2/— i)et 2/-. 
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DE L\ 



FONCTION SPHÉRIQUE DE SECONDE ESPÈCE, 



PAR M. T.-J. STIELTJES. 



Nous nous proposons de développer ici quelques Remarques, qui nous 
ont été suggérées par l'étude du Mémoire de M. Ilermite sur le sujet in- 
diqué ci-dessus {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IV). 

Soient donc, en adoptant les notations de M. Ilermite, X;, = F(x) le 
polynôme de Legendre du degré n, R(^) la pîirtie entière du produit 



F(x) 



a 



ensuite 

(I) Q/.(^.)^iF(^)l0g(j^)-R(ar 



) 



la fonction sphérique de seconde espèce. 

M. Hermite a étudié Téquation Q''(x) = o, et pour cela il pose 






t" — I 



/(3) = (e--.rQ''(^ 



Il obtient ensuite la distribution des racines de réquation/(z) = o sur 
le plan des ;;. Nous nous sommes demandé simplement ce que deviennent 
ces résultats si Ton revient à la variable originale x, afin de connaître ainsi 
la distribution des racines de Téquation Q"(x) = o sur le plan des x. 

i. La fonction analytique Q"(x) est non uniforme et elle admet une 
infinité de déterminations. Ces déterminations proviennent de ce que, dans 

IV.— Fac. de T, J.l 
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l>xpre5*ion n;, le lojGrarithme a une infinité de valeurs diflërant Tune de 
Taulr^ par de> multiples quelconques de 2t:/; les déterminations de Q''(x) 
différent donc par des multiples de 7:iV{x). Pour une valeur quelconque 
de X. il y a en général une détermination du logarithme et une seule, telle 
que la partie purement imaginaire se trouve comprise entre ±: tzi. Il n'y a 
'•xceplion que dans le cas où cette partie imaginaire serait exactement 
= :^'zi, ce qui n'a lieu que lorsque x est réel et compris dans Tintervalle 

Si Ton pose 

A a une signification géométrique très simple. Soient, sur le plan des Xj 
P, A, li les points qui représentent des (|uantités .r, -r- i , — i respective- 
ment; alors h est égal à Tangle APH, cet angle étant pris avec le signe -+- 
lorsque P est au-dessous de Taxe des abscisses, avec le signe — lorsque P 
est au-<Jessus de cet axe. F^our avoir les autres déterminations de Q''(j:), 
il faudrait ajouter à Tangle ainsi déterminé, et (jui est compris entre dzTr, 
des multip)les quelconques de 27:. 

Mais appli({uons une coupure le long de Taxe des abscisses de — i à 
-h I, et supposons cjue x ne soit pas sur la coupure. En adoptant alors pour 
le logarithme la valeur dont la partie purement imaginaire tombe entre 
dt ri, on a une branche parfaitement déterminée de la fonction analytique 
que nous considérons, et c'est cette branche particulière que nous désigne- 
rons par (^"(x). C'est cette fonction Q"(x) qui, lorsque modo; > i, donne 
un développement convergent de la forme 

(2) OM^)^-^ 



^ii-»-i x"'^' .r""*"* 



car on sait que, dans le produit 



\jc ôjc^ j.r* / 



les termes avec x--', .«r% . .., x^" manquent. 
II est clair, d'après ce qui précède, que Ton a 

Q«(j:-i-£i)-Q«(x-£i)=~-iF(x), 
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X étant sur la coupure et e positif infiniment petit. Car pour x -^ ti la 
partie imaginaire du logarithme est — ii/, pour x — ti elle est -h tt/. 

Par conséquent, si Ton traverse la coupure en allant de la moitié infé- 
rieure du plan dans la moitié supérieure, la fonction analytique Q"{x) 
prendra une série continue de valeurs, mais on passe ainsi de la branche 
Q''(x) à la branche Q'*(x) -+- ttî F(a:). Tant qu'on ne franchit pas de nou- 
veau la coupure, on a là encore une fonction continue et uniforme, et qui 
répond à une dét(;rmination du logarithme dans laquelle la partie pure- 
ment imaginaire est comprise entre + ir/ et -h Si:/. 

Si Ton revient à la variable 

3z=l0g 

^ X — I 

introduite par M. Hermite, on voit que, dans le plan des z^ la bande comprise 
entre les deux droites y = db ii correspond à la branche Q^{x) telle que 
nous venons de la définir. La bande comprise entre y =-h7:/et j^ =-+- Sir/ 

correspond à la branche Q''(^) -h 'îr/F(ic), 

Lorsque x est réel, mais non sur la coupure, la partie imaginaire du lo- 
garithme est zéro ou plus généralement =2^11. Pour la branche Q"{x) 
elle est nulle, ce qui répond aussi sur le plan des :; à Taxe des abscisses. 
Dès lors on voit facilement que, pour la fonction Q''(ic), la moitié supé- 
rieure du plan des x correspond sur le plan des >3 à la bande comprise entre 
les deux droites 

jzzzO et J= — TT. 

Au contraire, la bande entre y = ctj^ = -h'ir (sur le plan des z) cor- 
respond à la moitié inférieure du plan des x. 

De même, pour la fonction Q"{x) h- 7:/F(a:), la moitié supérieure du 
plan correspond à la bande comprise entre les droites 

y=.T. et y zzziTz 

sur le plan des ^, et la moitié inférieure du plan des a? à la bande comprise 
entre 

J = 2 TT et >' 1= 3 TT, 

Si Ton imagine dans le plan des x un cercle tel que le rapport des dis- . 
tances d'un de ces points aux points A etB soit constant, et qu'on parcoure 
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ce cercle constamment dans le même sens, la partie réelle de 



-='«g(^) 



restera constante, mais sa partie purement imaginaire variera toujours dans 
le môme sens entre — qo« et 4- 00 1. 

2. On peut passer maintenant directement des résultats obtenus par 
M. Ilermite, et cfui se rapportent au plan des j, aux propositions équiva- 
lentes se rapportant au plan des x. 

Considérons d'abord, sur le plan des :;, la bande comprise entre les droites 
y = ±: u et qui correspond à la brandie Q^C^). La fonction 



/(5) = (e=-i)«Q«(^4^) 



admet exactement 2/z h- i zéros dans cette bande, mais il faut remarquer 
que toutes ces racines sont nulles. En effet, d'après la formule (2), 



o-(s^)=o.(:4^r-. 



a déjà un zéro d'ordre de multiplicité /i -f- 1, ;; = 0; donc /(^) = o a la 
même racine; avec l'ordre de multiplicité 2/z 4- i. Abstraction faite de cette 
racine multiphî j = o, Téquation f(^z) = o n'admet donc aucune autre ra- 
cine dans la bande que nous considérons; et, puisque z = o correspond à 
X z^ 00, il en résulte que l'équation 

n*n(lrnet aucune racine (finie). 

tiO bande» comprise entre les droites 

y—i: et y=: 21: 

Hur le plan des z ne renferme aucune racine dc/(z)^ et dans la bande corn- 

prine entn» 

y— .21: et ji=37r 

m Irouvenl n racines. On en conclut : Téquation 

Q»(j:)-i-7r/F(x)=:o 



SLR LES RACINES DE LA FONCTION SPHÉRIQUE DE SECONDE ESPÈCE. 



J.5 



n'admet aucune racine dans la partie supérieure du plan, mais elle en a 
précisément n au-dessous de Taxe des abscisses. 
Généralement l'équation 

Q'»(j;)-h A-7riF(jr)n:o, 

OÙ k est entier (non nul), a toujours exactement ti racines qui se trouvent 
au-dessous de l'axe des abscisses lorsque k est positif, au-dessus lorsque k 
est négatif. 

On remarquera que les zéros ± 2tzi\ zt ^tÙj ... de la fonction 

n'introduisent point des zéros dans/(>3), mais contrebalancent seulement 
les pôles de Q"l ,__ ); car, tandis que ^ = o est un zéro de Q^t .__ 1, 
les valeurs z =± 2r^iy ± /|u/, . . . sont des pôles pour cette fonction. 

3. On peut retrouver ces résultats pîir la méthode suivante. Considérons 
la fonction Q"(x) dans l'espace annulaire compris entre les courbes C 



Fig. I. 



Fig. 2. 





et C, G étant un cercle de rayon très grand, G' enveloppant étroitement la 
coupure (Jig- i). Dans ce domaine Q^Çx) est partout uniforme et régu- 
lier, c'est-à-dire développable par la série de Taylor. D'après un théorème 
de Gauchy, le nombre des racines de Q''(^) = o dans ce domaine peut donc 
s'obtenir en divisant par 21: l'accroissement total de l'argument de Q(x'), 
lorsque x parcourt successivement les contours G et G' dans le sens in- 
diqué (Jig' i). Or, sur le cercle G on a 



Q'*(^)=;^(i-^e) 
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Je module de £ restant aussi petit qu'on voudra. La variation totale de l'ar- 
gument de I -h £ est donc nulle sur le contour C et raccroissemenl de l'ar- 
gument de (^"(x) sur ce contour est 

— 271 X (/l 4-1). 

Pour avoir la variation de Targument sur C, nous réduirons ce contour 
à la double droite de — i -h £ à -+- i — £, et de deux cercles infiniment petits 
entourant les points A et B et tels que le rapport des distances aux points 
A et B est constant pour un point sur chacun de ces cercles. Sur le cercle 
enveloppant le point A, la partie réelle de 

log 

est alors constante, positive et très grande, tandis que la partie imaginaire est 
toujours comprise entre ±izi. Ensuite, on a sensiblement sur ce cercle 
F(x) r= I et R(x) égale à une quantité réelle. 

On voit donc que la partie réelle de Q(x) est constamment positive très 
grande, tandis que la partie purement imaginaire est très petite par rapport 
à la partie réelle. La variation de Targ^ment de Q"(x) est donc insensible, 
et il en est de même pour le cercle enveloppant le point B. Puisqu'on sait 
d'avance que la variation totale de l'argument sur C doit être un multiple 
exact de 21:, nous pouvons donc nous borner à calculer la variation de l'ar- 
gument sur la droite double de — i -+-£ à -+- 1 — £. 

En allant de — i 4- £ à -f- 1 — £, on doit prendre 



>«&(^)-'«g(73|)-'^'. 



et en allant de4-i — £à — i-h£ 



"ii^dM^) 



4-r*. 



Mais on voit facilement (parce que la fonction (^"(x) est soit paire, soit 
impaire) que la variation de l'argument est la même dans les deux cas. Il 
suffira donc de calculer la variation de l'argument de 

^F(a:)[log^i±|)4-7:i]-R(a;) = X4-Yi, 
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X diminuant de 4- i — e à — i -h e et de doubler le résultat. Or, on a 



X.= lF(.)log(f±f)-R(.), 



Y=-7rF(^), 



et Ton reconnaît facilement que l'équation X = o admet n -f- 1 racines 

l>/l>/»>V,>...>/„^.,>— I. 

Dans les intervalles de ces racines se trouvent les n racines de Y = o, a;,, 



x^j . . . , Xfi , 



Ji>J^i>7s>^»...^«>7 



»-»-f 



11 importe de remarquer que l'équation X = o ne saurait avoir d'autres 
racines réelles dans l'intervalle (— i, -f- 1), car, d'après un théorème de 
Sturm, on en conclurait pour l'équation Y = o plus de n racines, ce qui 
est absurde. Or on reconnaît maintenant sans difficulté les variations de 
signes de X et Y lorsque x décroît de i — e à — i -h e, et qu'on peut dé- 
duire du Tableau suivant 



X. 


Signe de \. 


Si 


igné de Y 


-hi — e 




-h 






-h 


yx 




o 






4- 


^1 










o 


yt 




o 








^% 




H- 






o 


yz 




o 






-h 


m • 


( 


• 






• • 

o 


yn-^i 




o 




( 


-•)- 


— H-£ 


(■ 


_,)«-Ht 




( 


-O" 



Pour a? = 4- I — £, Xest positif très grand, Y positif fini, l'argument po- 
sitif très petit. Pour a; =y, l'argument est H — ; donc l'accroissement de 
l'argument est, pour l'intervalle (-h i — e à^, ), 



TT 
2 



Il est cUir ensuite qu'on a pour les intervalles indiqués les accroissements 



J.8 

de l'argument suivants 



T.-J. 

( Vi à 


STIFI.TJES. 







En faisant la somme et doublant, la variation totale de l'argument sur le 
contour C\ est 

-!- 2r X (/I -+- 1), 

et pour le contour C on avait un accroissement 

— 27: X (m-i); 

donc Téquation Q^(x) = o n'admet aucune racine. 

4. La même méthode s'applique à Téquation 

Q''(x)-4-7r«F(a:)— o. 
Dans ce cas on a sur le cercle C 

Q''(x)-+-7riF(.r)=:Ca:«(n-£); 

donc la variation de l'argument sur C est 

-f- 271 X /l. 



Mais il faudra prendre maintenant, en allant de — i-+-£à-+-i — £, 



X-^FU)log(l^)-R(.), 






et en allant de-hi — eà— i-i-e 



X=iF(.)log(;^)-R(a.), 



¥=4- -7rF(ar). 

2 '^ 
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La variation totale de rargunient sur C devient nulle, les deux parties 
se détruisant; donc l'équation 

admet fi racines. D'après le théorème de M. Hermite, c(*s // racines se 
trouvent au-dessous de Taxe des abscisses; on peut retrouver ce résultat en 
évaluant la variation de l'argument sur le conlour ahrde/ga(/ig. 2). La 
variation est 

Sur ahc, H- 7: x w, 

Sur cd^ 'y 

Sur e/, -h 71 X (/i 4-1), 
Sur ffa, 1 

en sorte qu'on trouve n racines à Fintérieur du contour. Les mêmes consi- 
dérations s'appliquent évidemment aiLx autres branches de la fonction, et 
l'on pourrait même déterminer le nombre des racines de 

0"(^) -hkrJV(x)=io 

pour une valeur non entière ou même imaginaire de A*. 

5. La fonction Q"(x) peut s'exprimer par Tintégrah* de \L \(Mimann 



Q«(^)=r - / 

et Ton peut conclure de là, très simplement, que l'équation Q''^/;) — o n'a 
point de racine. Supposons, en effet (x n'étant pas naturelhmient sur la 
coupure), 

(3) 1 =: O, 



on aurait aussi 

(4) 
car 



. -+ if. 



J_^ j:—u 
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J.IO T.-J. STIELTJES. — SUR LES RACINES DE iJl FONCTION, ET<:. 

cl dans le second membre la première intégrale s'annule en verlu des pro- 
priétés de F(w), la seconde en vertu de (3). Or, je dis que la relation (i) 
est impossible; soit, en effet, 

on devrait avoir 



/: 



(a — // — oi) au z^o. 



{a — u)*-\- b* 



La partie purement imaginaire ne peut être nulle, à moins (|u'on n'ait 
t = o ; mais j; serait réel et, n'étant pas sur la coupure, x — u ne changerait 
pas de signe, et la relation (4) est encore impossible. 



p 
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FORMULES GENERALES DE LA MECANIQUE CÉLESTE, 



PAU M. H. ANDOYEK. 



1. Nous nous proposons d'exposer dans ce travail une méthode permet- 
tant d'obtenir, pour représenter le mouvement des eorps célestes, des for- 
mules purement Irigonomètriques, ne reiifermanl, par eonséi|uont, aucun 
terme séculaire. 

Ce n'est pas la première foisque l'on poursuit un seiiihlahle but. ei p;uiiii 
beaucoup de travaux récents sur ce sujet, qu'il serait impossible- île rappe- 
ler tous, il faut citer spécialement les recherches de M. Gyldén et celles de 
M. Lindstedt, reprises et généralisées par M. Tisserand dans un Mrmoirr 
sur le problème des Irois eorps (An/icilrs de l'Oliservafoire de Parin, 
tome XVIII, Mémoires). 

S'il est possible de caractériser en quelques mots les diverses niélliodes 
suivies par ces éminents géomèlres, on peut dire que M, Gyldén clierclie à 
obtenir, par l'introduction des fonctions elliptiques, une première approxi- 
mation (remplaçant celle fournie par le mouvement elliptique, par exemple, 
s'il s'agit du mouvement de translation des planètes ou de leurs satellites) 
sur laquelle puissent se greffer des approximations successives convergentes, 
tout en permettant d'éviter la présence du temps on dehors des signes .vmuA- 
et cosinus; M. Lindstedt emploie plus direclement la méthode des approxi- 
mations successives convenablement modifiée; enfin M. Tisserand s'appuie 
sur la méthode bien connue de Delaunay, généralisée et adaptée au pro- 
blème des trois corps. Tous ces procédés conduisent d'ailleurs aux mêmes 
résultats : M. Tisserand (') la montré, dans un cas particulier, pour les nié- 



Mécanii/iie céleste ( A nnai 
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ihodes (le M. Gyldén et de M. Lindsledt (*). Ne peul-on pas se proposer 
alors d'arriver directement à ces résultats en s'appuyant sur la méthode des 
coefficients indéterminés, employée par Laplace dans sa Théorie de la 
Lune? La forme des intégrales à obtenir est, en effet, facile à prévoir; leurs 
coefficients seront déterminés par des équations qui s'écriront pour ainsi 
dire immédiatement, et qui seront aisées à résoudre par approximations 
successives. 

(Test l'application de ce procédé que nous développons brièvement dans 
ce travail, qui doit être considéré comme un commentaire des méthodes em- 
ployées par Laplace dans la Mécanique céleste^ principalement dans la 
Théorie de la Lune et celle des Satellites de Jupiter, Bien entendu, les 
séries purement trigonomé triques obtenues ne représentent réellement le 
mouvement des corps célestes que si Ton admet leur convergence. C'est là 
une difficulté inhérente au problème, et que nous laisserons de côté, nous 
bornant à constater la XQ^iûmilQ pratique des résultats obtenus, au moins 
pour un certain temps, 

2. Nous nous appuierons presque constamment sur un principe que sug- 
gèrent la théorie connue des équations différentielles linéaires à coefficients 
périodiques, ainsi que les recherches de MM. Lindstedt et Poincaré sur une 
équation différentielle particulière que l'on rencontre dans la Mécanique 
céleste (^). Il suffit de se reporter aux Mémoires auxquels nous faisons ici 
allusion, pour constater que ce principe est une simple généralisation des 
résultats qui y sont contenus, et se convaincre que la seule application de la 
méthode des coefficients indéterminés combinée avec celle des approxima- 
tions successives suffit à sa vérification. 

Voici ce dont il s'agit : 

Soit un système d'équations différentielles /, =r o, /, = o, ... à plusieurs 
inconnues or,, Xa, . . ., la vlariable indépendante étant t\ les premiers mem- 
bres sont développés suivant les puissances positives des inconnues (suppo- 



( * ) Ajouton*^ que M. S. Ncwcomb arrive à des résultats du môme ordre dans son impor- 
tant Mémoire : On the gênerai intégrais of plane tary motion (Smithsonian contribu- 
tions to Knowledge^ l. XXI, 1876). 

(*) Lindstedt, /^eiV/vT^ ziir Intégration der Differentialgleichungen der Stôrungs- 
theorie {Mémoires de r Académie Impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg, 7* série, 
i. XXI). Poincaré, Sur une méthode de M, Lindstedt {Bulletin astronomique, t. III, 
1886). 
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sées petites par rapport aux coefficienls) el de leurs dérivées, et Von fait 
l'hypothèse qu'ils ne conliennenl aucun terme indépendant des inconnues; 
les coefficients se composent de parties constantes et de séries trigononié- 
triques procédant suivant les cosinus ou sinus des sommes des multiples de 
divers arguments N, = /i,/-+- /,, ^2= n^t -h l^, - . -; n^^n^^...^ /,,/2, ... 
désignant des constantes. 

De plus, on suppose que les équations ne changent pas, si Ton change le 
signe de /, et de /,, Z^, . . ., en même temps que celui de certaines des incon- 
nues que nous appellerons j,, z^^ . . .; celles dont il est inutile de changer le 
signe seront représentées par j^i, y 2, 

Enfin, imaginant, d'autre part, les coefficients ordonnés par rapport à 
des quantités m,, m^^ ... petites du premier ordre, on suppose que, dans 
l'une au moins des équations, le coefficient de la première puissance d'une 
(juelconque des inconnues, ainsi que d'une quelconque de ses dérivées, 
contienne une partie constante d'ordre inférieur à Tordre des parties pério- 
diques des coefficients de la même quantité dans l'ensemble des équations, 
à moins que dans chacune des équations le coefficient de cette quantité ne 
soit purement périodique; d'ailleurs les coefficients étant supposés généra- 
lement d'ordre zéro, leurs parties périodiques sont au moins du premier 
ordre. 

Ceci posé, si l'on réduit ces équations à former un système linéaire à coef- 
ficients constants, en supprimant tous les termes qui n'ont pas la forme 
correspondant à un tel système, on pourra les intégrer aisément; entre 
autres opérations, il faudra former l'équation caractéristique; les racines 
distinctes et non nulles de cette équation (^racines caractéristiques) seront 
égales et de signe contraire deux à deux; nous les supposerons imaginaires 

de la forme ± g, v^— i, ± gaV — '? — 

Alors la méthode des coefficients indéterminés, combinée avec celle des 
approximations successives, permettra de déterminer des valeurs de x^^ 
.x\,, . . ., vérifiant les équations primitives et de la forme suivante : 

/jz= V Y'j'»»'^»" î*»'*« "'cosC/^iNi -}-piN,H- . . . -h /r,G, H- A, G, h- ...), 



5, = y Z</'«'''«' ••^«•"^«' -^sinCpiNj 4-/?,N,H-...-h AiGi-+-A-,G,-h ...), 
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OÙ Pi ,/?2î • • '7 /^'\j ^29 • • • sont des entiers pouvant prendre toutes les valeurs 
possibles; d'ailleurs, pour la symétrie des formules, nous supposerons (et 
nous conserverons cette hypothèse dans tous les cas analogues) 






Les G,, Gjî • • • sont des arguments de la forme g^t-h tSi, g^t -h cjj, . . ., 
CT,, cja, . . . étant des constantes arbitraires, tandis que ^j, g^j . . . sont des 
constantes déterminées par la suite même des approximations, et dont les 
premières valeurs approchées sont gng^,.*. ou, plus généralement, 

/ei,/ii -h A,2/^2^" • • • + gn /*2i^*i -i- '*22'^2 "^ •••"*" gaj •••? les h étant 
des entiers fixés arbitrairement, de la façon la plus convenable, suivant les cas. 

Si maintenant £,, £2, . . . désignent des constantes arbitraires, petites par 

rapport aux coefficients des équations (puisque nous avons fait la mémo 

hypothèse sur les inconnues), un coefficient quelconque Y^^''"''*' •*"*'' ', par 

exemple, sera de la forme E}^'^e}^*^ . . .y^/»"/»»» ••*"^« •• >^ ce dernier facteur étant 

une série ordonnée suivant les puissances paires des e, et, par suite, de la 

forme Ve^^e^'* ...y,f^fy^;\^^^^ q^^q^,... étant des entiers positifs ou 

nuls. Ces coefficients ne dépendent que des coefficients des équations, et 

sont eux-mêmes ordonnés par rapport aux quantités m,, ma, Aucun 

terme des inconnues ne pouvant d'ailleurs être indépendant des constantes 
£,, £2, . . ., d'après la forme supposée aux équations, on voit que les coefli- 
cients tels que y,^'i^*y''°'^"* seront nuls. Ajoutons encore que les quantités 
o',, 0^2, ... sont de la même forme que les quantités y/" '^'^ ' : on peut 

écrire ^i = ^ ^^'^i^'- • • 01(17,. i7„...i? •••• Enfin, dans chaque cas particulier, on 

précisera, de la façon qui sera la plus convenable, la signification des con- 
stantes £|, £2, ..., en remarquant que l'on peut choisir pour £, l'un quel- 
conque des coefficients YJ''"''" ••*''*'°''' ou Z^^*''**'"''^'^'^""^ et ainsi des autres 
(exception faite naturellement pour ceux de ces coefficients qui seraient 
nécessairement nuls, ou d'un degré supérieur au premier par rapport aux 
constantes £,, £2, . . .). 

En terminant, il n'est pas inutile d'insister sur ce que nous entendons, en 
disant que les formules ainsi trouvées pour les inconnues vérifient les équa- 
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lions. Cola veut dire que l'on peul pousser assez loin le calcul de ces for- 
mules, qui sonl des séries procédant suivant les puissances dos (|uantiti!'s 
m,, m,, ...,£,,£,,..., pour que, après substitution dans les premiers moiiilires 
des équations, les résidus soient d'un ordre aussi élevé que l'on voudra par 
rapport à ces mêmes quantités, considérées comme petites du premier ordre. 
Il va sans dire que ce principe peut tomber en défaut, si les cirÈonstances 
sonl telles que les approximations successives soientdivcrfîent''s; mais alors 
des solulions de la forme précédente sonl impossibles. 

3. IVousalIons maintenant examiner séparément les problèmes principaux 
que l'on rencontre dans la recherche du mouvement du Soleil, des planètes 
et de leurs satellites, supposés solides et soustraits à toute influence exté- 
rieure. Il serait plus général d'embrasser ce problème tout d'un coup, et Ton 
n'y rencontrerait guère plus de difficultésiil est préférable, pour la simplicité 
et la facQitéde l'exposition, de le diviser, ainsi qu'on le fait d'habitude, en 
un certain nombre de problèmes particuliers, et de s'aider de la solution de 
ces problèmes pour compléter ensuite celle de la question générale. Ce sont 
les principaux de ces problèmes particuliers que nous nous proposons de 
passer en revue. 

Le premier qui s'offre est la recherche du mouvement relatif autour du 
Soleil, supposé réduit à son centre de gravité (toute la masse étant concen- 
trée en ce point), des centres de gravité des huit grands systèmes planétaires 
(les masses de ces systèmes étant de même supposées concentrées en ces 
points), sous l'action du Soleil et sous leur action réciproque. Pour sinqili- 
fier le langage, nous dirons le Soleil ou les planètes, en parlant des points 
que nous venons de définir. 

M, sera la masse du Soleil; M,, Mj, ..., M,-, ..., M» seront les masses des 
planètes Mercure, Vénus, . . ., îVeptunc (en réalité des systèmes planétaires 
correspondants); (M,) désignera le point de masse M/. Nous rapporterons 
les coordonnées des planètes à trois axes rectangulaires de directions fixes, 
passant par (Mo): (Mb)j^, (Mu)>'7 (Mo)^; 'c plan des xy étant le plan de 
l'écliptique moyeu de i85o,o, par exemple, et l'axe des j; étant dirigé vers 
l'équinoxe de printemps moyen correspondant. Si J"/,_y,, Zi sonl les coordon- 
nées de (M^), nous ferons 
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f'h ^V? ^i ^*tant le rayon vecteur, la longitude et le sinus de la latitude 

de (M,>, 

En désig^iant par f le coefficient d'attraction, les équations relatives à (M,) 

seront 

. d^(r)) f(M,^M,) r d% _ 

_ ^ ^ _ ^ ^ _ f(M,-^-M/) I ^ I dVii _ 

^' ^'^ dt^ r, dt' r\ "^ I -.ç? ^/« "^ Vi an -''• 

I é/*5/ dvj îî rfr/ é/5/ 5, cbj I <^R, 



I —1? dt^ ' dt^ ri{\—s}) dt dl (i — */)* di^ r] dsi 



ft ^1 A^ -~*^' 



OU 



(rfR, ) =; -^ drt H- -,— rfr, -h -r— dSi 
art avi osi 



et 



y 

La prcniière équation a été écrite sous la forme qui nous servira dans la 
pratique; tant qu'il s'agira, au contraire, d'exposer la théorie, nous la sup- 
poserons diflércntiée, afin de faire disparaître le signe / qui y figure. 

« 

L'observation nous apprend que chaque planète (M,") tourne autour 
du Soleil dans le sens direct, avec une vitesse angulaire moyenne con- 
stante ///, et que si Ton définit une nouvelle constante a, par la relation 
/ija' =:f (M^ -H M/), la distance de (M/) au Soleil reste toujours voisine 
de a^. 

Faisons donc /•/= «/(i -+-?/)? ^\= N/-f- A,- où N,— /i// -+- £/, e, étant une 
constante. Les équations deviennent 

' i V dt ) \-\- Çfi dt^ (i -h piY I — s? dt^ r, dr, 

I d^Si / ^/./\' '>■ dpt dss Si dsf i âl\, 



^^sf dt^ '\ * dt J (,-^p.)(i_.ç?) dt dt (i — sjydt^ rf ÔSi 

Les premiers membres de ces équations (la première étant supposée dif- 
férentiée, ainsi que nous l'avons dit) peuvent être aisément développés sui- 
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vanl les puissances des inconnues (qui sont petites par rapport aux cofiffi- 
cients) et de leurs dérivées, en se servant du développement des fonctions 
perturbatrices R^y que nous donnerons plus loin. Alors, comme 1rs parties 
périodiques des coefficients ne dépendent que des différences des ar;^umi-nls 
N, deux à deux, que la troisième équation ne contient aucun terme indé- 
pendant dos Si ou de leurs dérivées, et qu'enfin les équations ne changent 
pas en changeant les signes de i, des N, et en même temps des X^, on aper- 
çoit aisément que l'on peut déterminer, par la métliode des coefficients 
indéterminés combinée avec celle des approximations successive.^, et sims 
introduction de nouvelles constantes arbitraires, des valeurs de p,- et "Kj qui, 
avec l'hypothèse s,- = o, vérifient les équations, et dépendent drs constantes 
arbitraires n^ et £,■. 

Appelons p] et \] ces valeurs; elles seront de la forme 






■'cos(p, N, - 
■■'sîri(/J|N| - 






Icap étant des en tiers quelconques, nuiia vérifiant la relalion ^Z» = <>, en 
raison de la forme des parties périodiques des coefficients. 

On obtiendra aisément les coefficients ordonnes par rapport aux niasses 
perturbatrices My, . . ., et Ton voit immédiatenienlque la partie principale 

de pV'-'' ' ou X^P"'"-' est de l'ordre du produit MyMy..., où Mj, M/, ... 

désignent les masses, autres que M/, telles que les indices correspondants 
Pj, Pj-, . . . soient non nuls. Quant ù p,'°'°' ', c'est un coefficient du premier 
ordre. 

Revenons maintenant à nos équations, dont nous n'avons <pie de* solu- 
tions incomplètes, et faisons-y la substitution 



fi=e' + 1^pl'-'- 


'cosCpiNi+^iNi-t- . 


,.+/., i-,+/>,i; 


>,=j; + 2»!""- 


.lsin(„N,+/.,N, + . 


..+p,V,+p,V, 



■ ). 

Développons alors les premiers membres comme précédemment. Il est 
clair qu'ils ne renferment plus aucun terme indépendant des inconnues, ni 
aucun terme ne dépendant que des X) (leurs dérivées non comprises), puis- 
que, d'après ce qui précède, p] = o, XJ^ const.,*;^ o, sont des valeurs des 
inconnues vérifiant nos nouvelles équations. 
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On voit alors que Ton peut appliquer à ce nouveau système le principe 
énoncé plus haut. Notons seulement que les parties périodiques des coeffi- 
cients ne dépendent que des différences des arguments N, deux à deux, et 
que les équations ne changent pas si Ton change les signes de /, des N,, et 
en même temps desXJ et des s^. Si alors nous réduisons le système à la forme 
linéaire à coefficients constants, on voit immédiatement qu'il se subdivise 
en deux : l'un qui correspond aux *,, et qui donne des racines caractéris- 
tiques ne diflerant de dt riisj — i que de quantités du premier ordre (*); 
l'autre, qui correspond aux p] et X', dont les racines caractéristiques non 

nulles ne diffèrent aussi de ± rii^— i que de quantités du premier ordre. 
Gomme, d'ailleurs, à chaque racine caractéristique correspondent deux nou- 
velles constantes arbitraires, et que nous avons déjà comme constantes les 
fif et les £/, on voit qu'en procédant comme il a été expliqué on obtiendra 
des solutions renfermant le nombre total de constantes arbitraires néces- 
saire. 

Remarquons encore que les deux premières équations ne renferment que 
des termes de degré pair par rapport aux *,, tandis que la troisième ne ren- 
ferme que des termes de degré impair par rapport aux mêmes quantités. En 
vertu de cette remarque et de ce que nous avons dit plus haut, on voit que 
les arguments, introduits par l'intégration, pourront se partager en deux 
groupes : l'un. G',, G'^, . . ., correspondant aux p] et X*^- ; l'autre. H',, H!,, . . ., 
correspondant aux */; et tels que si l'on pose, comme nous devons le faiil?, 

p] = 2 p;.«/'../'..-:7n7i.-:'i.'-i. ••) cos(/>, N, -+-/?,N, -f- . . . -f- 7', G; -f- . . . -f- r\ H', -f- . . .), 

1]=^ >7f>..r.....wi.7i.. •;''..'•'.....) sin (p, Ni -i-p,N, -h . . . H- ^'.G; h- . . . -h r'^H', -^- . . .), 

5/ = 21 5,V-A'..-î7'..74.î '"..'••«•-) sin (/>, N, -}-/?,N, -+-... -f- 7; g; -h ... -f- r\ll\ -h . . .), 

V r' soit pair dans les arguments des deux premières formules, et impair 
dans ceux de la troisième. D'ailleurs, en vertu de la forme des coefficients 
périodiques des équations, on a V /? = o. 

Les arguments G^ , H| peuvent être mis respectivement sous la forme 



(>) Remarquons, une fois pour toutes, que le mot orrfre se rapportera toujours aux masses 
perturbatrices, tandis que le mot degré s'appliquera aux constantes (telles que plus haut 
Cl, S], . . .) introduites par l'intégration. 
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(rii — gi)t -h £/ — cj/, (/i/— hi)t -f- £/ — &/, les gt,-, 3-/ étant des constantes 
arbitraires, et les g^, hj des quantités du premier ordre. Si alors nous fai- 
sons Gi =z git-\- cj/, H, = hit -f- £r,, on pourra substituer ces nouveaux argu- 
ments aux précédents, et écrire 

p] — 2 p;.'/»../».. •;'/.. •;'•.•...) cos(p, N, -i- . . . -I- 7,G, -i- . . . rjH,), 

r.— ^VlP^^r^-^n in,...) sin (/;,N,H- . . . 4- 7iG,4- . . . /'iH,), 

Si — 2. ç/r../'î'-:'7.. ••:'•.' •> sin(/>,Ni-h . . . -f-7,G,-+- . . . /'iHi). 

Dans ces arguments on aura évidemment la relation ^ (/? 4- g 4- r) = o, 
en vertu de la relation T]/^ ~ ^ ^^^ existait dans les formules précédentes. 

D'ailleurs, dans les deux premières formules, on a toujours Vr pair et im- 
pair dans la troisième. 

Cette substitution est d'autant plus avantageuse, que les valeurs des 
racines caractéristiques correspondant aux équations réduites à la forme 
linéaire à coefficients constants doivent subir, comme nous le verrons plus 
tard, des corrections du premier ordre (bien que le principe ne tombe pas 
en défaut), et que, par suite, les diverses quantités g^ sont inséparables les 
unes des autres, et qu'il en est de même des diverses quantités A/. 

Si maintenant nous considérons les valeurs de p/, X/, nous voyons que 
nous pourrons les mettre aussi sous la forme 

Pi— 2 p'./'../'«.-;'7..'7«—;'-..'-«.-'cos(/?iN,4- . . . -h^iGi-f- . . . -h rjH,), 
li— V x^7^../'t..-;7f7--.-;'«.''î—> sin(/7,N, -+-. . . -i-^iGi-i- ... H- /'iHi), 

formules auxquelles il convient de joindre 

Si = V 5J./'" ''/•.•••••'•«••••)sin(y3,Ni-f-. .. -h 7, G, H- ... -h /'iHi), 

et sur lesquelles on doit faire les mêmes remarques que ci-dessus, au sujet 
des arguments qui y figurent. 

Nous sommes donc finalement en droit d'appliquer la méthode des coef- 
ficients indéterminés combinée avec celle des approximations successives à 
la recherche de quantités p^, X/, 5/, ayant la forme précédente, et vérifiant 

IV. — Fac. de T. K.2 
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les équations fondamentales (A). Les séries que Ton obtient ainsi ne sont 
peut-être pas convergentes, mais elles sont réellement ordonnées suivant les 
puissances positives de petites quantités, et certainement utilisables pendant 
une certaine période de temps, les erreurs dues à leur emploi tombant au- 
dessous de celles que peuvent nous révéler les observations. 

La forme des coefficients peut d'ailleurs être facilement fixée en s'a[)- 
puyant sur ce qui a été dit plus haut et en jetant un simple coup d'œil sur 
les équations que nous allons écrire maintenant : on y remarquera, en par- 
ticulier, que dans les équations relatives à (M/) les termes indépendants des 
masses perturbatrices ne dépendent que des coordonnées de (M,); et 
aussi que les masses perturbatrices ne peuvent s'introduire en dénominateur 
dans les coefficients inconnus des coordonnées de (M/), que si ces coeffi- 
cients correspondent à des arguments dans lesquels le coefficient du temps 
est du premier ordre ou ne diffère de rii que d'une quantité du premier 
ordre, ou bien encore si ces coefficients dépendent d'autres coefficients tels 
que ceux dont nous venons de parler. 

Gela étant, nous pouvons prendre pour les constantes arbitraires les 
coefficients des cos(N3 — G,) dansp, [(M3) est la Terre], ainsi que les coef- 
ficients des sin(Nj — H/) dans s^\ soient £,, £2, ..., yj,, yja, ... ces deux 
groupes de constantes. Alors, on se convainc aisément qu'un coefficient 
tel que p'.A't.f>8. 71.'/*. -'^o'-i- » g^ra de la forme 

My, My, . . . étant les masses autres que M/, telles que les indices correspon- 
dants Pjj py, . . . soient non nuls, et q\j gr'j, . . . étant des entiers positifs ou 
nuls; les nouveaux coefficients p/ ne dépendent plus des conslantes £/, y],, et 
ils sont ordonnés par rapport aux masses perturbatrices, leurs parties prin- 
cipales étant d'ordre zéro. Il en est de même pour les coefficients de A, et 
de 6*/. 

Gette règle est générale, mais certains coefficients peuvent être nuls ou 
d'un ordre supérieur à celui indiqué. Ainsi, pfio",]^^""''^'"^ sera du premier 
ordre. 

Enfin, les g^ (et de même les A,) auront une forme analogue 

y eY^ £«^i . . . Yîf ' YîV'' . . . é'i.i^'t.îvi. •;«'••.. •» y 
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les nouveaux coefficients ainsi introduits étant ordonnes par ra[)j)ort aux 
niasses perturbatrices, et leurs parties principales étant du premier ordre. 

4. Dévelopj)ons actuellement les premiers membres des équations (A) 
en séries trigonomé triques procédant suivant les cosinus ou sinus des ar- 
guments qui figurent dans les valeurs de p/, X,, s^j valeurs que nous suppo- 
sons connues, à Texception des coefficients qui sont à déterminer. Kn éga- 
lant ensuite à zéro, dans cliacun de ces premiers membres, le coefficient 
du cosinus ou du sinus d'un même argument, nous obtiendrons une série 
d'équations qui, résolues par la méthode des approximations successives, 
nous fourniront les valeurs des coefficients inconnus, et aussi des quantités 
"■• (*t // • 

Pour abréger l'écriture, nous remplacerons r(»nsend)le d'indices 
(/>,,/>2, . . .; ^1, y^, . . .; Tj, /'o, . . .) par U* seul indice (/>), toutes les fois 
([u'aucune ambiguïté n'en résultera; si l'un des indices, /?i par exemple, a 
besoin d'être désigné plus particulièrement, les autres restant indéterminés, 
nous écrirons (/>,/?,) pour remplacer l'ensemble d'indices. 

L'argument />i N, -h /?a î^a + • • • -^ <7i G, H- . . . -f- r, H, -f- . . . sera repré- 
senté en abrégé par V'''^; le coefficient du temps, dans cet argument, sera 
désigné par A^ = />|A, 4- . . . -4- //i^, 4- . . . -h r,/i, H- . . .. 

Soit alors 

5 = V s'p' sin \^f'\ *' "= 2 ^'^^'^ ^*" ^^^^ ' 

si l'on suppose, ainsi (jue nous Tavons dit,([ue cS^^= c!~p\ ,,,^,s'f*^= — ,ç-^', . . .^ 
on pourra écrire 

les nouvelles séri(^s étant soumises à la même condition, (jue nous supposons 
toujours remplie, et le signe V s'étendant à toutes les combinaisons des in- 
dices (p) et (p'). 

Il nous est facile maintenant d'effectuer le développemenl proposé. Hor- 
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• nons-nous d'abord aux parties des premiers membres indépendantes des 
forces perturbatrices. La première des équations (A) nous donne (à une 
constante près qu'il est inutile d'écrire, à cause de la constante additive 
contenue dans y (rfR,), de sorte que l'on ne devra pas, dans cette équation, 
se préoccuper de ce qui correspond à l'hypothèse V"'' = o), 

2 cosvt^)[(«?- A-j)pr- («? -+-iA-»)pr'pr'"'+ «?pr'pi^'"'^'pr'"'+ • • •]• 

La seconde donne 

I 2nikpV/'> -f-Wp. ><^'»x'A''''-»-(iort;-t-A«.)prpr"'^'pr'"'+ 

2cosV<'')j-+-(3/tJ+A-;)pW"— (6/i?+A-«,) p;.''''p',/'-'")+ 2n,A„. l'J"' sf'-""' sT"' 



et la troisième 



\ 



Arrivons niainlenant au développement des expressions qui dépendent 
des fonctions perturbatrices R/y. 

R/y peut aisément se développer en série trigonométriquc procédant sui- 
vant les cosinus des multiples de (p, — Py); les coefficients sont eux-mêmes 
des séries ordonnées suivant les puissances de Si et Sj^ avec cette remarque 
que tous les termes sont de degré pair par rapport à l'ensemble de ces deux 
quantités, qui figurent d'ailleurs symétriquement dans ces séries; quant 
aux coefficients de ces séries, ce sont des fonctions de r, et Fj faciles à cal- 
culer. Nous pouvons donc écrire, en désignant par (x un entier quel- 
conque, 

où les al,, ... ne dépendent que de r, et Fj, 

Faisons r, = a,, r^ = a^ ; les x, . . . deviendront des fonctions A, ... de 
«i-et aj. Faisons, en outre. 
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nous pourrons écrire 






+iB;.i^;.(5?+.;)+c:.s^.',.5,.y 
i a;i:',.p? 4- i a;.;^',, pj p, + 1 Ai;:',.p,p; +iK!i,pi 

+i(5;+.;)(B;.^',..p,+ B;.^',py)4-.,.,(c;r;.p/-t-Qr/.py) 



2sin,*(N.— Ny)jpiA;|^',.(>,-Xy) 

+^(x,-vKAr,.p.+A:r,.py) 

- Ç a;f,. ( X, - X,)' + ^ ( X, - X,) (i a;>:',.. p; + a;;:',, p,p, + \ a^,. p; ) 



-^ -j^ aura un développement tout pareil, sauf que F, G, H, . . . rempla- 
ceront A, B, G, . . ., en posant 

De même pour — -^] cette fois, les lettres L, M, N, ... remplacent A, B, 
G, . .., en posant 

Enfin, en remplaçant encore B, G, ... par Q, K, . . ., et posant 

Qij— -^^ij^ ..., et Oiv.À" = «/ «y " ^^^, ^^^., » ..., 
on aura (en se bornant aux ternies du second ordre, très faciles a compléter 
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d'ailleurs) 

— -,— - > C()Sa(N/— N/) { 

Iiilrodiiisons rnainlenaiit dans ces fonctions 1rs val(;urs de Cy, A;, .V;, s,, 
Ay, .Visons la fonno <|U(* nous l<>ur avons donnée, cl nous aurons (inalcnicnl 

^ \\,j =: 2 A;1:',.co.s^(N, - N,) 4- 2 H^.cosV'/'), 
où 

} a;'" p\P''p'.p-P'-r'-pi-v-Pi-P'j+>^> 

iAr,.pr'py'" 

f^Ar,.pr(X/->.y)'" 



(•] 



(• I 



V* 



+ iAiRpT-pr'^'py"' 

+ ii^A',^!i,pr9'r'"'{h-hv 
+ FA;î:'.pr'pr-''"'(>.-^y) 

+ i F Ar/.prpr-'"' (>•.—>•>) 

+ i f*' A iî^^.pr ( X, - hY"-""' ( )., - y.j) ' • ■■ 

+ 1 F' A li^v pr ' { X/ - Xy)""-^" (À, - À,) ' • ■ 

- cf\p'r <'"'"" ^j'" 

«t»/t ' •' ' ' 

- FCt/.(X/-Xy)"'"«;'"-''"'.v/" 

- |B;.s^',.py'"'*r-'-'.y'" 

- iFBW.(X,- XyV-'.r "'"'■'. V" 



(M- 



(' ) L<; sipnc (») indique que l'inilico est le niOme que celui du facteur concspondiint de 
la première ligne. 
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n dl{,j 



Le développement de -4 -j-r ^^^ 1^ même avec les lettres F, G, H, . . .; 

celui de r-^ est le même avec les lettres L, M, N, — 

Quant au développement de -^ / (rfU/y), il se déduit de relui de 
-j Il/y de la façon suivante, que l'on justifie immédiatement en remarquant 

<iue (rfK/y) est la différentielle de li^j obtenue en ne faisant varier que les 
coordonnées de (M/) : soit a K'^^pf'' . . . A'/'*' . . . sj*^ . . . cosV^''^ un terme de 

-j R|y, dans lequel on met en évidence l'indice (jl, et les coefficients de p,, 

X,, Si\ la fonction -^ / (dWij) renfermera un terme correspondant, obtenu 
en multipliant le précédent par le facteur 

IJ-ni-h kp^-h . . . -^ kp^-h . . . -h ^'f,,-h . . . 

(^uant au développement de -^ -j-^, ce sera (limité aux termes du second 
ordre ) 

+ K!f/rpj'-' 

- i- 

Les premiers membres des équations fondamentales (A) se trouvent 
ainsi développés et mis sous la forme \ A'^'^^cosY^^^, > A-'^'cosV^''^, 

2^ AJ/'^sinV^^^ Les équations que l'on obtient en é},^alant à zéro les di- 
vers coefficients A^''' nous fourniront les valeurs de tous les coefficients in- 
connus qui figurent dans les expressions des p,, X/, s\, ainsi (pie des quan- 
tités gtj hi. 

L'étude de ces équations fera l'objet d'un travail ultérieur. 



k.l^J 



B. 4MK9TIX. 



U. IJ y*TU\ ^U'^ avaiiistjrf ux de rtpr*^^.eDier les ocx#rdoimêe« < M, » *<»a« la 
fr>ffji»r quj wiivif-Dt ;iu uiouveuieiil elliptique 



- ^. -^ 2 <-, Hu ^. — Sf — • f : 



è'III2C'i — s. I — 



— • nii'f. wijaiî'. — -r » — 



b'iut I fcifi • ^. — '^, i — e, Ha ' v^. — s, — Jr. ' — ^, fin ' i; 



] 



'..»«..-] 



où a,- *^.. s<- /,- i, K>fjl des co^J*=lalJti'-^ doul la «^ipiificatioD est bien ccrnnue 
K <>ù -7, deH^i" La longitude fiJoy*-nfie v,/ -;- 3#/. 3^ étant une constante, et v, 
•-tant li<-e â a, |iai La inflation v;a^' = f ' M» — M, »- 

^-^^ juéfuefc^ r'x>fdonnê<fs continueront, aini^î que leurs dêrivtvs pre- 
Miiêrefi. i bV\j>rjfii«'i coninjedans le mouvement elliptique, si Ion détermine 
a,. 7,. e,. r^,. /,- y, de La façon hîen connue que nous allons rap[>eler. 

Supprimons. p>ur un in«^tant. l'indice ( i ». et faisons 

/< =: <?'*ifjc». />= sifji sîn*^. 
Icfii équationï^ qui délei njinenl a. 7. /i. /• y>. y s^Tont 



(B)^ 



Vu 

ih 
de 

dit 
di 

(U 
dt 

± 
di 

'Il 
dt 






1. ^ 
va />a 



\ I — /' 






taiiir - coti 

^ 2 






va' iH va^Ci— V «"^^V ^^ 



I 

2 



/tang,coU ^^ ^^ 



va* \ I — e* 



<;/> 



V' !-><;!{ 



/v'i — t'* 



c^R 



/rlang- col/ , „, 
2 / </H 



<;i{ 



va' 



()li 



va 



il— VI — ^') ^^ 



«^ ,__e* V ^/^ *^ <^7 



) 



<os/ r>K ' ^2 / c^H 






^r- -/r-^)y 



ôi 



<:os/ 

va^\^ 



'a*i/j 



<>H ' *^ 2 .ô\\ 

^^P va'v 7^^ \<^^ 



/ 



cm 






Il étant <*\pririiéeiiraidedesa, a^, /r, /,/?, yetvctant pour a 'v/f(Mo-f- M). 
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D'autre part, ces mêmes quantités a, a, A, /,/?, q peuvent être facilement 
exprimées à Taidc de r, p, s et de leurs dérivées /•', v\ s'. On trouve 
d'abord 

I 2 I — S^ 

â — r ^ f{Mo-hM) 

Puis, en posant 



v/( I — 5«)* r'« 4- s'^ v^( I — .ç- y v'^ 4- v« 

nous aurons 

/> = P sini' — Qcosr, sin'i = P' -h Q', sint sin(i' — 4^) = Q» 
y =z Pcosi»-+- sine, sin«cos(r — ^) = P, 

et, grâce à ces dernières formules, on exprimera aisément sin" icosn (v — v}^), 
et sin''/sin/^(p — '.}^) en fonction entière de P et Q. 
Posant encore 

H=B ^^., L = A+ ^^ . , 

I-I-COSI I-HCOSi 

nous aurons 

A = H sini' — L cosi', e» =z H« -t- L« = A« 4- B« -+- C«, e sin((> — 0) = L, 
/ = Hcosr-H L sinr, ecos(i' — 9) = H, 

et, grâce à ces dernières formules, on exprimera aisément <?" cosn(r — ^) et 
e"sinn(i^ — 9) en fonction entière de H et L. 

Enfin une formule connue permet d'exprimer a,; en voici les premiers 
termes 

a= r — 2esin(i' — 9) H-f ^' sin2(r— 9) 4- . . . , 

H- J sin'/sin2(r — v{>)-h 



Par l'examen de ces formules et leur comparaison avec celles qui four- 
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niHMriil les <'()()r(l()iin<î(îH, on voit que nous pouvons poser 



oif~-at -¥- 



^(x\P'cos\^PK 



les ar^MiinenlH V^'*^ étant les mômes (|ue ceux qui figurent dans p, et X^. 
Nous aurons ensuite 

l(»s V*'** étant les mêmes arguments que précédemment. En outre A^/*' = t/'\ 
De même, enfin, 

les V^'*^ étant les mêmes arguments que ceux qui figurent dans *,. En outre, 

ri 'Ut • 

O'ailleui^, d'une façon générale, les coefficients qui figurent dans ces 

formules 8ert>nl, quant à la forme, soumis aux mêmes lois générales que les 

ooeflîeients des arguments correspondants dans p,, X,, «,. 

Mais, plus partieuliêriMuent, les équations (B) nous montrent, par leur 

forme, que dans A,, /,, /),, y, les seuls termes d'ordre zéro correspondront 

aux arguments V*''^ de la forme V^**^ = — N, -f- 2 (y^Gj^ -f- r^H^), la con- 
dition V ^Y -H r^ — i étant toujours remplie, et en remarquant que, dans 

A, et /., Vr osl |>iiir, et im^vair au contraire A^nspi et y,. 

Si Ton \eut inlégn^r les é<]uations (B") indépendamment des équations 
^A\ IV qui |H>urra se faire d'une façi>n tout à fait semblable à celle que 
nous avons e\|H^ét^ plus haut, on pourra prendr^^ comme constantes arbi- 
tniin^s les cxH^flicionls des cosinus ou sinus des angles (i* ou H,, dans les 
valeurs de A,, l^^ p^^ y»* J^^r exemple. Tout ce que nous avons dit au sujet 
de la forme des iXH^flîoients subsistera en substituant ces constantes à 
^vlK^ prét^Hlemment adoptées. 
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Les t-quations nous monti't'nl encore que dans a, et 5,- les termes d'ordre 
zéro tie peuvent correspondre qu'aux arguments V""' que nous uppellerons 
à lonf^ue période, c'est-à-dire tels que le coefficient kp du temps dans ces 
arguments soit du premier ordre; ces arguments seront par conséquent 
de la forme 2 (?*'-'* "•" ''-"H^), avec ^{q -\~ r) = a e\ ^r pair. 

\ouH avons admis implicitement, malgré la forme de la seconde des équa- 
tions (B), 



que ii ne contenait pas de ternies {l'ordre négatif; sans quoi nos approxi- 
mations successives deviendraient manifestement divergentes, et nous ne 
pourrions trouver des solutions de la forme (pie nous nous sommes pro- 
posée. 

Cette hypothèse est légitime; en efl'et, la fonction ^-^ = ~jy> expri- 
mée en fonction des a, a, ... ne contient que des termes périodiques où 
ligure ff,. Si donc on y substitue, à la place des a, ct, ..., leurs parties 
d'ordre zéro qui, dans notre hypothèse, ont la forme indiquée précédem- 
ment, celte fonction ne contiendra encore que des termes périodiques dans 
les arguments desquels figurera N,. Nous en concluons qu'en réalité a/ ne 



I 



contient aucun terme périodique d'ordre zéro; v/ = a, ' \/f(^li) + Mi) "^n 
contiendra pas davantage, et par suite n'introduira pas dans d, de termes 
d'ordre négatif. 

(^ue a^ ne contienne pas de termes à longue période d'ordre zéro, c'est le 
théorème de l'invariabilité des grands axes, limité à la première puissance 
des masses. 

Une remarque analogue doit être faite à propos de l'intégration des équa- 
tions (A). Il suffit de les examiner un instant pour voir qu'a priori la 
fonction f(dRi) semble devoir introduire dans ?>,des termes d'ordre néga- 
tif. Il n'en est rien cependant, et pour la même raison que précédemment. 
En eirpt, d'après le principe même de la méthode de la variation des con- 
stantes, la définition de (rfU,), et la façon dont / figure dans les formules du 
mouvement elliptique, on a ((/R,) = Vj -^ dt. Le raisonnement fait plus 
haut s'applique alors sans modification, et montre qu'il n'y a pas de termes 
à longue période du premier ordre dans (dK,). 






J'"' ./A\ 


















-.tangjcot/. ^^^ "Il 



'" ./'"Il 



-/^. 




(•o«/, i)\\, ''' ^^"» 7 ^*^^'* i^çmo ^ ^^ f?Ko _ /^ '^ï^ 




«!v/i ^' '^/^» VoaJV^"^^^ ^^^'^ ^^0 '^^ 



InN floiilihiN (trorJinlH indiquant que Ick quantités qui y sont renfermées doi- 
viMil ^ln« t'éduil<«H II l(»urH tcrnioH périodiques, et non à longue période. 
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D'ailleurs, au premier ordre près, a© = a, Vo = /i; par suite, à des termes 

près du second ordre 

3 n 

2 a 

et comme, à la même approximation, 

on voit que l'on peut écrire le premier terme de rj^ sous la forme sui- 



vante 



-i-//'"-[[t]]- 



6. Le théorème de l'invariabilité des grands axes subsiste, lorsque l'on 
porte l'approximation jusqu'à la seconde puissance des masses. Nous allons 
démontrer le théorème qui lui correspond dans notre théorie, c'est-à-dire 
que nous allons faire voir que a, ne contient pas de termes à longue période 

d'ordre un. Nous montrerons, à cet effet, que la fonction — -^ ne contient 



v/a/ d(Tt 



ÔKi 



pas de termes à longue période d'ordre deux. La fonction (rfR/) = v, -y-' dl 

jouit d'ailleurs de la même propriété; les deux démonstrations sont tout à 
fait analogues; nous nous contenterons de donner celle relative à cette der- 
nière fonction v,^- Elle sera calquée sur la démonstration ordinaire du 

théorème de Poisson (Tisserand, Mécanique céleste, t. I). 

Remarquons d'abord que tout ce que nous avons dit jusqu'ici s'applique 
aussi bien (quelle que soit d'ailleurs la méthode employée) au cas où Ton 
adopterait le système de coordonnées suivant : 



j?! — Xi; 


M, 

j-, — x,-l- — X,; 


M, M, 

^3 XaH X,H -Xi; 


ri-yiî 


M, 

ri-yt^ „ yi; 


M, M, 

73- y, -^ ^ y«-^ ^ yi; 


^j — Zj, 


M, 

'*»î — Zj -H Z|, 


M, M, 



• • • « 



• • • 



avec (JL/ = Mo 4- M, -h ... H- M,. 

Si, en effet, v] = ILJ H- y^ ■+- z^ les équations qui déterminent X/, y/, z, 



V 
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seront 

» 

V étant une même fonction perturbatrice facile à former, quel que soit 
l'indice (i). Les arguments N, G, H restent les mêmes que ceux définis pré- 
cédemment; les coordonnées r,, V/, S, des points (X/, y,, Z,) s'expriment 
par des formules analogues, dont les coefficients sont soumis, quant à la 
forme, aux mêmes lois. Ceci résulte des expressions que Ton obtient pour les 
nouvelles coordonnées en fonction des anciennes, comme aussi de la forme 
de V. 

D'autre part, si l'on choisit une planète donnée pour le point (X| , y i , Z<), 
les éléments des deux mouvements seront les mêmes dans les deux cas, ainsi 
que les composantes des forces perturbatrices. Donc, tout théorème démon- 
tré avec l'emploi du nouveau système, pour un point quelconque (x,,yi,Z|), 
et qui ne se rapportera qu'aux coordonnées ou éléments du mouvement de 
ce point, ou encore aux dérivées partielles de V par rapport aux coordon- 
nées ou éléments de ce point, pourra être transporté tel quel dans l'ancien 
système à une planète quelconque, en introduisant les coordonnées ou élé- 
ments de cette planète, ou les dérivées partielles de la fonction perturbatrice 
R correspondant à cette planète par rapport aux coordonnées ou éléments 
de cette planète, à la place des quantités analogues qui figuraient dans 
l'énoncé du théorème obtenu tout d'abord. 

En conséquence, et pour ne pas multiplier les notations, revenant au 

premier système, il nous suffit de démontrer que la fonction v, — ^ ne con- 
tient pas de termes à longue période du second ordre, en supposant toute- 
fois que la fonction perturbatrice R/ reste la même pour toutes les planètes. 
Nous supprimerons alors l'indice (i), et nous remplacerons les indices 
(y), ..., correspondant aux autres planètes, par un, deux, ..., accents. 
Nous reportant alors aux formules établies plus haut, nous voyons que, 
à des termes près du troisième ordre, on a 

07 070 àfjo \d7l d<Jod(Xo ôfToàho ôgqÔI^ OfJoôpo OQ^àq^ 



^l -+■ A^ A^' «1 



07^ 07^ * 07^ d(X.\ 
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Le premier terme Vo -j-^ ne contient aucun terme à longue période, nous 
l'avons déjà vu. 

V, -T-^ est, à un facteur près, 

Devant la parenthèse, on peut faire (toujours en négligeant le troisième 
ordre) v^, = w, et à des facteurs près les termes peuvent être écrits de la fa- 
çon suivante. Les termes de la première colonne fournissent d'abord les 
termes suivants : 

Tous les termes qui restent forment ensuite, ainsi que le montre la forme 
des équations (B), des couples tels que celui-ci : 



à(7. \ db 



:)/[ht]]'"-^(t)/[ht-]]<'" 



/>^05 Co étant deux quelconques des quantités a©, a^, ..., ou bien deux des 
quantités a'^,, a^, ... et P© étant une fonction de a^,, A©, . . ., a^,, A'^, . . ., et ne 
renfermant, par suite, que des termes à longue période, ce qui montre que 
Ton peut écrire, au lieu de l'expression précédente, et à la même approxi- 
mation. 

Enfin remarquons que, Fo étant une fonction des diverses quantités a,,, 

• 

(7^, . . ., a'o, œ'q, . . ., si cette fonction est mise sous la forme V F^^ N^p\ 

pour obtenir -r-^, il suffira de prendre la dérivée de V F^^^ V^^^ par rap- 
port à N; puisque, à part N, N', ... qui sont les premiers termes de Œq, 
(7,,, . . ., les quantités a^, Œo, . . ., a'^, aj,, ... ne contiennent que des termes 
à longue période, indépendants par conséquent des arguments N. 

Cela étant, examinons de plus près les différents termes que nous avons 
mis de côté, et montrons qu'au degré d'approximation fixé ils ne contien- 
nent aucun terme à longue période. 



âa 



r\\ 'S~^ M^"' puisque -r-^ ne contient pas de termes à longue 



p*"""^' ^Z'^'*- 






Soit '-—^ — ^ S^'^ sin V ^. Le terme conadéré devient 



— y T^ ^p* y^p-p* âîD ¥>'. 



Si kp est d*ordre an, k^ étant nécessairement d^ordre sêro^ les inifiees 
( p' ) et (p — />' ) sont nécessairement distincts. Alors» an terme 






2" 



on peut accoupler le terme — j — &^'Tf^^ %mS ^. Leor soouHe eoatent 

le faclenr r- -h t — = . .^ — : elle est donc d'ordre trois, puîsqae k^ et 

les c/>efficients S sont dn premier ordre, I>? terme crmsidéré ne pe«t donc 
contenir de termes ib lonjrne péri^Kle du second ordre. 

Apparions y le c/i#îfficient de .\ dan» V^'^, I>5 terme considéré derienl. à 
un factffiir près, 

Si /r^ est (l'ordre uu^ (p') et (/> — /?') sont distincts, et q est nul; on peut 

alors accoupler les termes comme plus haut : ( -^ h ^^ ) S^^ S^^^^^ sin V^ 

sera un de ces couples; il contient encore en facteur Ar^, d'où la même con- 
clusion que plus haut. 

Une démonstration identique s'applique aux termes 






iMm] 



3^ Arrivons enfin aux groupes dont nous avons donné le type plus haut. 
Soient, par exemple, 

Nous pourrons écrire, à un facteur numérique près, l'expression considérée 
sous la forme 

y ^iP'')C(P'-P'')j^(P'P') f SLZLl' _ 2'^^'\ sinV^p^ 
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Si nous avons afl'aire à un terme à longue période, kp est d'ordre un; q 
est nul; en outre, q" est toujours nul, et le terme écrit a en facteur 
k^ H- kp_.p*^^f = kp -h kp*f. Or kp" est aussi d'ordre un ; donc le terme devient 
du troisième ordre comme plus haut. 

Les théorèmes annoncés sont ainsi complètement démontrés. 

7. Les problèmes qui nous restent à traiter sont l'étude du mouvement 
des petites planètes, l'étude du système de Jupiter et l'étude du système de 
la Terre. 

Du premier, nous n'avons que quelques mots à dire. On supposera nulles 
les masses des petites planètes, et l'on cherchera leur mouvement sous l'ac- 
tion du Soleil et des centres (M/). Ce sera donc un problème en tout sem- 
blable à celui que nous venons de traiter, mais plus simple : tous les 
résultats sont intuitifs après les développements que nous venons de 
donner. 

Avant d'aborder les deux autres questions, il convient de parler d'une 
façon générale du mouvement d'un corps autour de son centre de gravité. 

Soient G le centre de gravité d'un corps solide de masse m, GX, GY, 
GZ ses axes d'inertie principaux; appelons A, B, G les moments d'inertie 

Fig. I. 




correspondants, et nous supposerons A<B<C. Soient ç, ^j/, co les angles 
d'Euler définissant la position de (GXYZ) par rapport aux axes fixes, et 
comptés à la fiiçon ordinaire, que précise la figure sphérique ci-dessus. 
Nous emploierons les variables suivantes : 

h — sinw sind», c -: sinw cos'^, 



IV — Fac. de T. 
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do sorte que nou> aurt^n: 
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I — COSii 



cstnai — 



^os . * \ -_ C05 5 fin 1 — cosv» sîn s cos;^ = sîd u — 



I — COSi» 



• csinif — 6casiff 



=1 c sin u — h cos M, 



co>^;\-- <inu«>in^ 

cos . .r V ■::. — sin • oo> l — coy â» oof z sin ^ = — sin ./ — 

<*os ^ Y ^ ~ sin i sin ^ — « os •*• oos - cos C- rr oos u — 



I — i'^.»>i' 



I — COS te 



rcostf — 6àn«>. 



ccosv — 6sin« 



cx^s *\ — 
iH^S .ri. -- 



Sm :.' i"<^S Z 



sm . >in« 



z=: C oos U — b sin u. 



*os » / — — sin î.' lO^s ^ 



cc^> zZ 



CC^u 



— \i- : 



>\ alors o«r> ùil 



•* ^ 



.3». 



P^=: S' u i* S 1 li - — ■r"C«S Z —r- - 



-a 4 



.« U 



r - - .'.> -j — — 



:T=r %p -Fq^-rr=r. .^— J? p - q^ - ^^ q - P^ 



fî ^ ;»T. k 



p'-q^^sit^ 



- ». 



.J« 



r.- Ûi 



•I 



^ r ■ 
I • . " 



q— p-^TT siL- 



l' w 



.3u J. 



- ?* i. ■* 



— - SLL : ; - «j :•:•> : /. — P siL : «., 



• • 



lO: 



.: L 
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{^db dc\(^dO dc\ ,„ .J^tib <l'--y 

('di-'in)[''di^''d-.) ^''-''Vdi^'-'m) 



dh de 
"^dt TU 






'il 



(1 — i'— c*)(i+v'f — i'- 



-O + v/r 



dey 



'•) (. 



-)(, + v/7^ 



'')' 



Soit inainlL'naiil (m) un autre corps, pour letjuel le» i[uaiititijs corres- 
pondantes seront désignées par les mêmes lettres accentuées. Appelons û la 
distance GG', et soient X, Y, Z les coordonnées de G' par rapport aux 
axes GX, GY, GZ; de iiièinc, X', Y', Z' les coordonnées de G par rapport 
aux axes G'X', G'Y', G'Z'. Le potentiel d'altraction entre ces deux corps 
sera 



A^Rjj,, 






H — A 
B'-A 



(V'-V--)] 

f. 



I 

Les termes écrits sont suffisants : les parallaxes des corps l'un par rapport 
à l'autre sont, en ctTct, pratiquement petites, et elles ne figurent d'ailleurs 
dans V qu'à des puissances paires, si les corps sont constitués symétrique- 
ment autour de leurs centres de gravité, et l'on peut admettre qu'ils sont 
près de l'être. 

En outre, un quelconque des corps que nous eonsidérerons est assi- 
milable à un ellipsoïde admettant pour axes les aXes d'inertie relatifs à son 
centre de gravité, et composé de couches ellipsoïdales, coaxiales, homo- 
gènes, les excentricités des couches allant en croissant du centre à la péri- 
phérie, et restant d'ailleurs fort petites; il est alors facile de voir que 
l'erreur commise sur V en se bornant aux termes écrits est de l'ordre du 
carré des excentricités; la vérification de ce fait n'offre aucune diffieullé. 

Les équations du mouvement de (m) autour de son centre de gravité, 
en tenant compte de la forme des deux corps (m) et (m'), sont alors 




3îm' I 



\d(Z') B — \d 



(Y'-X'} 
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// 


J\ 


âï d\ 


/// 


<).. 


ôb '.' ôb 


// 


,)\' 


ôl ô\ 


/// 


<). 


Oc ~ ôc 






3fmT/j, A-i-HW(Z') , B-A ô 

2 0-' I V 1 ) Ôb 2 



à(^"-^*>]' 



2 0* L\ 2 / OC 2 de J 



Sii|i|»oHonH (jue les coordonnées de iV par rapport à des axes parallèles 
t%\ï\ iurh lixeH et passant par G soient 

j:z=^cos/cos6, 
y i=(5 sin/cos(?, 
5 = sinO, 
tm fifini 



Z 



o( b('J)%l<UfiiO 



^. 



- csin/cos(? 4- sin(?v^i— ^-— c*), 

N / • I X / • /i 6cos/ — csin/ Al 
1/) -r (c smw — 6cosm)( smO h ; cosO \ 1 

coH «in ( / - M ) -H ( c cos i/ -h 6 sin // n sin Ô 



iin//)[ sin 



6 cos/— csin/ 



sin/ Al 
cos^ ) 



d'où, i*n n/fglij?cant les termes du troisième ordre en b ou c, 

V X»-^0»| — COS'^/^I- ^* — ^^^C0S2{/— //) 

-4- 2 sin5cos5[6cos(/— 2m) h- csin(/— 2w)] 

J 3 sin*9 

H ^ [( 6^ — c- ) COS 2 // — 2 bc sin a w ] 

i'i (je nieffiff 



Z' . oMsin*^-*- 2sin6'cos^(^cos/— csin/) 



i — 3shï-0... ,^ cos*i?r,,, -, f 1. . »T 

(ft'-f- c') H ^ — [(^ — c ) C0S2/— 26c sm2/] 



2 



2 



l^'H rorps célestes tournent sur eux-mêmes avec une vitesse sensiblement 
roriHtante; nous poserons ^^ = J -+- w,, où J sera un argument de la forme 
// -+- //„, j et u^ étant des constantes. Si alors on développe les équations 
précédentes suivant les puissances des inconnues u^^ b^ c et de leurs dé- 
rivéeH, et qu'on néglige les termes du deuxième ordre par rapport à ces 



(C) 
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quantités, elles prendront la forme 






20* 2 



j — 2 cos^ sin 2 ( / — M ) 
H- 4 sin^cos0[^sin(/— 2w) — ccos(/— 2w)][, 



B flf*^ ,, .é/c H — A d (dh 



(dh _ de . -\ 






== 7^- j( L j[2sin{?cosc/ cos/ 

-H /;(i — 3 sin'9) 4- cos'9(^cos2/— 6*sin2/)] 
[ 2 si n 9 cos 9 cos (l — 2u) 
h ^cos'^cos2(/— m) 4- (i — 3 sin*9)(^cos2w — rsin 2 //)][, 



B-A 



A-hB^*c ^.db B — Xd/db, , de 
TT -»- w -1 T ( ~r sin2j -f- --COS2J 

A-4-B 



^/ 



) 



20* (\ 2 /*- 

4- c(i — 3sin*9) — cos*ô(^sin2/4- ccos2/)] 

j^ \ 

[ 2 sin cos sin ( / — 2 M ) 

ccos*0cos2(/— m) — (i — 3 sin'6)(^siri2// h- ccos2w)]|, 

où il faut encore remplacer u par J -h w,, dans les seconds membres. 

Ces équations sont les mieux appropriées au problème qui nous occupe, 
puisqu'elles supposent l'existence d'un seul fait incontestable : la rotation 
des corps célestes sur eux-mêmes. Dans certains cas, elles pourront être 
remplacées cependant par un autre système plus avantageux en pratique. 
Si, en effet, parla considération même des équations (C) on peut assigner 
aux inconnues ^, 'j», o) une forme déterminée, savoir : 

9 = J — F-4-9,, 



avec 



0) i=z Wo-t- 0), 



¥=/l-h^o. 



ft ^oj <«>o désignant des constantes, et vp,, cp,, a)| des séries purement Irigo- 
nométriques, il y aura avantage, lorsque co sera assez considérable, à dé- 
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terminer directement les inconnues ^, cp, co, les équations convenant à ce cas, 
et que nous allons donner maintenant, ne demandant pas de développements 
en série suivant les puissances de co. 

Ces équations s'obtiennent immédiatement par la méthode de Lagrange 
en prenant pour variables ^, cp, co. On peut les écrire ainsi 

^ ___ |^sm.9(s,n-c.^^, - ^^-^j -^ .sine. J ^cos.cpj = ^> 

A -^ B / . d^h r/w dAf 

— I smw ^ ' ^ '»— " ^ 



2 \ d^ 

B-A 



J; d(si dAt\ ^d(ùfdo d^\ 



— [^^(^smc.cos2<p-^-sm2(p^j 



d^ f . , ddf doAl 1 (d\ d\\ 



d^f . . d^ é/c)\l I / 

— cosw— sinwsin2o-:î^ -h cosao-r- ) — - — 1 
dt \ ^ dt "wJ smw\ 

A-hB/^*(o . dh^\ ^ , d^fdo d^\ 

( -7-; smcocosw-Tv I -hCsmw -jt ( -j^ -f- cosci) -,- ) 

2 \ dt^ dt^ ) dt \dt dt ) 

B - A r ^ / . d^ disA 

d^( , d^ , dis^W âV 

+ cosc.^(^s,no>cos2cp^-sm29^j|.zz_. 

Ces équations ne nous serviront que dans le cas de la Terre; on peut alors, 
pour simplifier les formules, faire A = B. Cette hypothèse est d'autant plus 
acceptable que, dans ce cas, B — A est certainement une très petite quantité 
par rapport à C — A, et que, en outre, tous les termes où figure B — A en 
facteur sont des termes périodiques, dont la période est voisine d'un jour 
ou d'une fraction de jour; dans les formules finales, ces termes acquièrent 
de grands diviseurs et deviennent tout à fait négligeables. 

Pour calculer les seconds membres, il suffit ici de calculer Z' ; or on a 

/ = (5[cosôsinck)sin(4' — /) -f- sin^coso], 

•- ' -1 

-i- 2 sin^ cos0sinwcosci)sin(i]> — /) — ^cos'9sin*6)COS2(4' — /) ; 
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les équations à employer praliquemenl deviennent ainsi 




T = consl., -^ " r — cosu -^-, 
ai dt 




Asi„4t-C,^ + aAcos>,|f 




= -^'(C-A)tîsin9coj6co5ucos(4-() 


(C) \ 


+ cos«9siilwsina('j> — 0]. 




A^+Cr8,n,.>j--A5in..cosuJr 




= -^(C-A)[(i~3sin'9)sinucosu 




+ asineco8fl(co8*w — Bin*w)sin(iî-— /) 




— cos'fisinw cosw C08a(4< — /)]. 



8. Occupons-nous maintenant de l'étude du système de Jupiter, en te- 
nant compte de l'action du Soleil, de celle des centres (M,), et de la forme 
même de Jupiter. Les satellites seront considérés comme des points, et la 
rapidité du mouvement de rotation de Jupiter sur lui-même nous permettra 
de supposer A = B, d'autant plus que les observations ne donnent pas de 
valeur appréciable pour cette quantité. 

Nous appellerons m, m'", m'"', m"', m''' les masses de Jupiter et de ses 
quatre satellites. Les axes de coordonnées gardant toujours des directions 
fixes, X, y, z seront les coordonnées du centre de gravité (m) de Jupiter 
par rapport au Soleil, et j;'", ^''', i"' seront les coordonnées de (m'') par 
rapport à (m). A chacun de ces corps correspondront d'ailleurs des quan- 
tités /"OU /■■", définies comme les r, par rapport aux (M,). 

On aura d'abord, par les propriélés du centre de gravité, 



M. 



ce qui permettra de calculer :r, y, z aisément quand on connaîtra x'", .... 
Les équations du mouvement des satellites sont toutes pareilles à celles 
que nous avons données pour le mouvement des ( M^) ; mais la fonction per- 
turbatrice R'" sera composée un peu autrement que H,-. Elle renfermera 
plusieurs parties; d'abord, les fonctions perturbatrices R"-" provenant de 
l'action des autres satellites, et en tout semblables aux R,, considérées an- 
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icrieuiement; puis RJ'' provenant de l'action du Soleil 



i .T.r(0-+- vv(0_L. --(0 



W^^ = fMA[{x-har(^^r--^.,.] ^^-^^^'^^-^7 



«»«' 



/•> 



! 

puis Rl^^k^ 5) provenant de Faction de (M^) 

enfin RJ/', provenant de la forme de Jupiter et qui sera, en appliquant ici à 
Jupiter les notations du paragraphe précédent relatives au corps (/w), 






(^j.(/; _ cy^') 4- v/i — ^* — c^'Z^^^Y- i (r^'>)M . 



Aux équations tiinsi obtenues, il faudra joindre celles du mouvement de 
Jupiter sur lui-même, qui deviennent ici 



dr _ db 

Hu dt dt 

r = -77 H . =:zrr- = COOSt., 

I -h y/ ' — ^* — C* 



</^ 



dUf de 



3 v^ ffff^'^ 

--. (C — A) 7^ 7— 7-,qvi( '-^^^'^ cosp^'^-h b -h ^008 21^^') — c sin2rf^>)-r-. . . , 






tm'^^ 



irz (C -- A) V -- 77Trr(— 2S^^^ sirU-'<'^H- C — ft Sin 2 ('^0 _ c C0S2 C^'M -f-. . ., 

en n'écrivant (jue les termes du premier ordre par rapport à 6, c et aux 
.v^''', et en supposant que l'indice (/) puisse être effacé, c'est-à-dire que le 
signe £ s'applique non seulement aux satellites, mais aussi au Soleil. 

(a» système d'équations sera intégré par un procédé identique à celui que 
nous avons exposé au n^ 3. Posant H'^ = a^\\ -i- p^'^), p^'^rr= ]\(0_j_x^'*, on 
intégrera aisément sans introduire de nouvelles constantes. Soient p'^'\ . . ., 
h\ c' les valeurs ainsi trouvées, et, par exemple. 
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|C03[...-l-^f"(N"'+î."f")H 



■]. 



On obtiendra de nouvelles équations ne renfermant aucun ternie indépen- 
dant des nouvelles inconnues, el auxquelles nous pourrons appliquer notn' 
principe fondamental. 

Il y aura toutefois une différence avec le cas du mouvement des (M,). 
Les observations nous enseignent, en efl'et, que N'''— 3[V*'-i- 2N'" — Tt est 
une quantité nulle, ou au moins qui tombe au-dessous de toute grandeur 
appréciable ; nous introduirons donc cette hypothèse dans nos équations, 
en nous réservant de voir si les conséquences la justifient. Il en résulte clai- 
rement que les constantes arbitraires e'", e'*', e'", qui figurent dans nos in- 
tégrales incomplètes p'"', ..., vérifieront la relation e"^— 3£""+ 2e"'=t:. 

Par suite, on ne pourra pas dire des nouvelles équations aux incon- 
nues p*'", . . . qu'elles ne renferment aucun terme ne dépendant que des 
X''''\ comme nous le disions au n" 3 : ces équations contiendront, au con- 
traire, des termes ne dépendant que des V", mais qui ne dépendront toute- 
fois que de la combinaison X"'''— 3X"'*'-i- 2X""'. Le principe ne cesse pas 
d'être applicable, comme on le vérifie sans difficulté; mais on voit que, en 
réduisant le système à la forme linéaire à coefficients constants, il s'intro- 
duira un argument de plus que si la relation N'*' — SiN'"-*- 2N*"=: o n'avait 
pas été supposée vérifiée : le nombre total de constantes arbitraires néces- 
saire se trouvera donc encore atteint, el la réalité du coefficient du temps 
dans cet argument de libradon prouvera que l'hypothèse faîte est légitime. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la forme des coefficients des 
séries trigonomé triques qui représentent les inconnues, ni sur le développe- 
ment des équations, ni sur les propriétés de la fonction (t/R''^) analogues à 
celles de (rfR,)- Il n'y aurait qu'à suivre la voie tracée dans l'étude du mou- 
vement des (M,), et il vaut mieux réserver ces détails par une étude plus 
particulière. Disons seulement que b el les p'" seront des séries de cosinus, 
tandis que c, les X"^ et les «''' seront des séries de sinus, el remarquons que 
b se change en c, et c en — 6 quand on recule de - l'origine des longitudes, 
de sorte que les coefficients des séries qui représententôetcsonllcs mêmes, 
au signe près. 

9. Il nous reste à dire quelques mots sur l'élude du système de la Terre, 
IV. — Fac. de T, K.5 
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en reservant aussi les détails pour une étude plus particulière. Nous tiendrons 
compte de l'action du Soleil, de celle des centres (M,) et de la forme de la 
Terre et de la Lune. 

///, m' désigneront les masses de la Terre et de la Lune; x^y^ z seront les 
coordonnées du centre de gyavité {iii) de la Terre par rapport au Soleil, et 
jc\y '^ z' seront les coordonnées du centre de gravité (/w') de la Lune par 
rapport à (/w). A chacun de ces corps correspondront, d'ailleurs, des quan- 
tités r, /•', ..., A, A', ... sur la définition desquelles il est inutile de revenir. 

On aura d'abord 



X ^=1 X'. 



m' x' 



Mj 



Les équations du mouvement de {m') seront faciles à écrire. La fonction 
perturbatrice R' se composera de R'^, provenant de l'action du Soleil 

puis de Ry^(/lr 7^ 3) provenant de l'action de (M^^) 

( [i^x-x,y^.,.Y) 

puis de IV3 provenant de la forme de la Terre (pour laquelle on suppose 

A=:B) 

3 fMj C — AT,. . , , . I ..1 

~ - (jF'smwsmq;— y smck)Cos<^-f-5'cosw)'— :r /'* ; 



'À r'* m 



enfin de R" provenant de la forme de la Lune 

-■=-\m-- W- ^) {-'- 1 '■•) - 5^ (V- X..,] , 

où X', Y', Z' sont les coordonnées de {m) par rapport aux axes principaux 
d'inertie de la Lune. 

Les équations du mouvement de la Terre et de la Lune s'obtiennent aisé- 
ment à l'aide des équations (C), en tenant compte pour la Terre de l'action 
(lu Soleil et de celle de la Lune; pour la Lune, de celle de la Terre seule 
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(celle du Soleil est en effet beaucoup plus petite que celle de la Terre, qui ne 
donne elle-même directement que des inégalités extrêmement petites). 
D'ailleurs, les observations nous montrent (jue les constantes arbitraires en- 
trant dans 6 et c ont des valeurs telles (pfelles permettent pour la Terre 
remploi des équations (C'). 

Le système d'équations ainsi formé sera intégré toujours suivant le même 
procédé; remarquons seulement que dans ce cas, comme dans le précédent, 
il s'introduira un argument de libration (on s'en rend compte de la même 
façon) provenant de ce qu'on doit supposer dans les équations N'= J', en 
vertu des observations. 



N. B. — Page 22, ligne 26; lire : resle la même pour loules les planèles à un fac- 
teur constant près. 
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^ 



P.AR M. G. HLMBERT. 



i. On sait qu'une quartique, c'est-à-dire une courbe du quatrième 
ordre sans point double, admet soixanle-trois systèmes de coniques inscrites, 
chaque conique inscrite la touchant en quatre points ('); l'équation généra h' 
des coniques d'un système est de la forme 

(I) X'U + aXV-f- W = o 

X étant un paramclre variable et Lî = o, V = o, W = o désig;nant des co- 
niques. 

Nous nous proposons ici de faire connaître certaines propriétés simples 
de trois coniques inscrites de systèmes différents. Observons que, d'après 
l'équation (i), les huit points de contact de deux coniques du mt^nie 
système sont sur une conique; cette propriété est bien connue. On sait 
aussi que chacun des soixante-trois systèmes de coniques comprend six 
couples de bitangenles de la quartique, et il est clair, d'ailleurs, que Icsys- 
tènie est déterminé quand on se donne un de ces couples di' bitangenti-'s. 

Hesse a fait connaître, et M. Cayley a discuté à fond, un algorithme qui 
met en évidence les relations des vingt-huil bî tangentes entre elles et avec les 
soixante-trois systèmes de coniques; nous allons rappeler sommairement 
celle méthode. 

Les huit chilfres 1,2, 3, /|, 5, 6, 7, 8, combinés deux à deux, doanenl 



(1) Dan; un intéressant Mémoire, insûré au tome III, page D.[ Ac ca Anna/ei, M. \n- 
duyer a établi que le nombre des système» de coniques proprement dites qiiadruplemcnl 
tangentes a une courbe du quatrième degré, à un poinl double, est de 3o et non de 3i. 
comme l'indiquent les Leçons de Clebsch sur la Géométrie. Celle proposition avait été dé- 
montrée par nous dans un Mémoire inséré au tome II (.j* série) du Journal de Mathéma- 
tiques pures et appliquées, el publié en 188G: M. Andoyer l'a complétée en donnant la 
signilication précise du trente et unième système. 

IV.- Fac. de T. L.l 



^mt^-ki ,^ ^jtf.lyÀ^^. lit. iZ '^^ n*fr*^^*»*tii:-èat r»»5jp«>t!ti¥<?mi»mt les 

rp^Tit f/^i:* I*^^ ^j^thXfif^ an premi«*f typ^i^ rti di^tt^mt \^ huit chiffres eiideiTL 
%Ton^p^* ^U- qrialf*^ ^t ^^ f:r/rr*hinu»nl d-^r^x ^ 'i-rux ks »y3atre diiffires A?^ 
f\%i^fyi^' ;rfo*ijj-*r: ;îiiri.^i 1^ ^rroof/r-m^Tit i^ij- ^'C^ «ioane les ^ coaples 
;3r/;i: i;.2|: l'i.-ï^i >>.'^: >'.^7>: S'*.^/-. 

^lf> ^>i,Ué:ul Upn* k<< ♦v*t^rn^ du ^rou4 t%p»^ rn combinant dem des 
^Uittr^*. I ««-f, :fc j>;îir ^:\f:nip\^. a^er l*^ *!\ autres. Ci^ qui donne les âx coapl«*s 
r},'>e'^: i\.t\: f>,2>: 1G.26: 1^.2^; 1^.2?*. 

\%ï \fff%i\y d^ %fi*' ^^ornétriqrj*-. il n'y ;i ;iijrune différence entre les trente^ 
^îr*q *y*r^'fri^ du premier t>[^ et le^ %inirt-hait du second: la notation 



3, Il r^'^iilt/- dune Hernarque précdrrile que deux couples de bîtangentes 
d un fuhftf «lytl^rme ont leur* huit f>oinl> de ronlacl sur une conique. H est 
/li^/' fie voir, â l'aide de l'algorithme, si trois ou quatre bitangentes de sym- 
bole-* rlonn^-'^ ont leur?* .*ix ou huit f>oinl- de contact sur une conique. 

^ >'la (^'/«to, on vérifie ?4an?i difficulté, à laid»* de la représentation de Hesso, 
U'A propo^if ion<4 «*uivant/f« dont Steiner a donné quelques-unes sans démon- 
*f ration ^ ^ ; : 

l)i',iir HyHlf'nif'.H fh' coniques inscrites ont en commun quatre ou sixbi- 
Ifinp^efiles, 

l)fitis h', premier cas, les quatre bitan^rntes communes ont leurs 
huit points fir contact sur une conique^ rt elles appartiennent à un troi- 
Hiênie système. 

haiiH le seconfl , les six hitanf^entes de chacun des deux systèmeSy non 
rnnitiiufirs à Vautre^ appartiennent à un même troisième système. 

Airini, If (»n'rriirr système étant \'i^\^ "ÎGjH el le second i2)(î, 347^, il 
V ;iiu;i <|ij;ilr<' hilangentes communes 12, '\\, "jr), ^8, appartenant aussi au 

Sr>il une drs l>itîingenles communes, 1 2 par exemple, les bi tangentes asso- 



• ) .Iniitnuhlr ('ni If, t . XLIX. ^VvM rJari5« le même volume que se trouve le Mémoire deHessc. 
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ciées de 12 dans le premier et dans le second système, c'est-à-dire 34 et 
56, sont associées entre elles dans le troisième. 

Au contraire, le premier système étant toujours I234, 5678 et le second 
1235, 4678, il y a six bitangentes communes, 12, i3, 28, 67, 68, 78; les 
autres bitangentes des deux systèmes, c'est-à-dire i5, 25, 35, 14, 24, 34, 
56, 57, 58, 46, 47? 48 forment le système du second type déterminé parles 
caractères 4 et 5. 

Soit une bitangente commune telle que 12; ses associées dans le premier 
et dans le second système, c'est-à-dire 34 et 35, sont associées entre elles 
dans le troisième système ; mais leurs six points de contact ne sont pas sur 
une conique, comme dans le premier cas. 

On peut ajouter qu'un système a quatre bitangentes communes avec 
trente systèmes, et six bitangentes communes avec trente-deux autres. 

4. Cela posé, nous allons donner une propriété de trois coniques inscrites, 
appartenant respectivement à trois systèmes tels que ceux que nous avons 
considérés tout à l'heure. 

Soient d'abord trois systèmes ayant quatre bitangentes communes; dési- 
gnons par 

j" = O, j = O, Z z=Oy i =: O 

les équations de ces droites, par V = o celle de la conique qui passe par 
les huit points de contact; l'équation de la quartique H sera de la forme 

Les trois systèmes de coniques inscrites auxquels appartiennent les 
quatre bitangentes ont respectivement pour équations, a, p, y étant des 
paramètres variables, 

B =: ^^ZX -f- 2(3 V -hyt =z o, 
C =y*J7/-H 2y V -\- zt =:0. 



Or, en posant 



on a identiquement 



9 = ccyz -f- (3 5 j; -h y œy^ 

i\, — (X^z H-PyjT-hyaj, 

S =y{t-h^) 4-^9 -h (X^yxyzy 

G =: 8a(3y V -h 4a(3y9 — (^ — ^)\ 

ABC-S*=HG. 



1^.4 C- HCUBEUT. 

On CD déduit que la cubique S passe par les douze points de contact 
avec H des trois coniques A, B, C: de plus, elle coupe chacune de ces co- 
niques en deux nouveaux points, et il existe une conique G doublement 
\Hiîfçf*uUt à A, lij C en ces points. Ainsi : 

Soient deux coniques inscrites à une quartique et appcutenanl à 
fleux systèmes différents^ ayant quatre bitangentes communes. Toute 
ru bique passant par leurs huit points de contact coupe la quartique en 
quatre noui^eaux points j qui sont les points de contact d^une autre co- 
nique inscrite^ appartenant au troisième système^ qui comprend les 
quatre bitangentes communes aux deux premiers. 

Inversement, trois coniques appartenant respectivement à ces trois 
systèmes ont leurs douze points de contact sur une cubique; elles sont 
doublement tangentes à une même conique qu'elles touchent en des 
points situés sur la cubique précédente. 

lin particulier, les trois systèmes comprennent respectivement quatre 
roupies de hitanjî^entes distinctes des quatre bitangentes communes; six bi- 
tangentes appartenant à trois de ces couples, choisis dans chaque système 
resperlivemenl, ont leurs douze points de contact sur une cubique et tou- 
rlient une conique (*^. Hesse et Steineront démontré directement cette pro- 
position qu(î nous trouvons ici comme cas particulier d'un théorème plus 
g«'*néraL On sait qu'on peut grouper les bitangentes en 1008 hexades jouis- 
sant de la pro[>riélé précédente. 

5. Soient maintenant deux systèmes ayant six bitangentes communes; 
désignons par z = (y l'une d'elles et par y = o^ x =o\es bitangentes asso- 
ciées de:; dans chaque système; ces deux bitangentes sont associées dans 
lin troisième; système; qui comprend les six bitangentes de chaque système 
non communes à l'autre. 

L'é(|nation de la quartique peut se mettre sous l'une des trois formes 

L' — iyz — o, M' — m 5j? — o, N* — n xy = o, 

L - o, M r- o, N = o; / = o, m = o, /^ = o désignant des coniques. On 
voit aisément qu'on pourra disposer des facteurs constants qui figurent 



(<) \.',\ conique, dan» ce ras, peut être une droite double. 
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dans L, M, ..,^n pour que Ton ait identiquement 

L* — Ifz = M' — mzx=z^' — n .ry. 
On en déduit 

par suite L — M ou L + M est divisible par z; on a donc 

p, Çj /• étant linéaires en x^y^ z. 

Comme L, M, N ne sont déterminés qu'au signe près, puisque L^, M^, 
N* figurent seuls dans Téquation de la quartique, on peut écrire, sans dimi- 
nuer la généralité, 

L -h M = 2 r5, M 4- N = 2/> x, N dz L = 2 qy, 

et l'on est conduit à distinguer deux cas. 

Si, d'abord, on prend le signe — dans N — L, on écrira pour la symé- 
trie, en changeant M en — M et/? en —p, 

L — M =r 2 rz^ M — N =: 2px, N — L =: 2^ v, 
d'où 

px 4- qy -h rz=:o 

et, par suite, 

X, [ji, V étant des constantes. On en conclut 

L — T^yz = M — yizx = N — v xj 

et, en appelant V la valeur commune de ces trois expressions, on a pour 
l'équation de la quartique les formes 

y^— a'yzz=o, y^^ b'zxzzzo^ \^—c'xy-.o^ 

d'où l'on conclut immédiatement 

a':=zlx, ù'-:=:ty, c'z=ztz, 

La quartique est alors 

V* — xyz i iz: o, 

et les trois systèmes de coniques déterminés par les couples de l)itaiigenles 



V^- zr. rv ofil qoalre hilanj^ente^ frommune*. dont les huit points de con- 
tact Mifjl *iuf Isi conique V : c'e^t le ca« étudié tout â rheure. 
\jé *^ron4^ li%'polljè«e eçt 

d'où 

L — qy — rz — px. .... 



f^ relation 



donne alon? 



'le même 



on en tue 



L=- M'-_ j /»— mx 



I r '' 7 V - px = / V — m X. 



!^pf rz — qv )^=L mz — nyi 



i - Arq m — 4r/> _ /i — Apq 

X Y Z 



et, par s^uit/?, 



/ tx ^ \rq^ m — ty ^ \rp^ nr^iz-^ 4/^» 



t étant une fonction linéaire de x, j^', :;. L'équation de la quartique. 
\? -' lyz ■ - o, est alors 

/>*x* -*- //* V* -^ r*;:* — 'ipqxy — iLprxz — iqryz zzz txyz. 

On vérifie aisément (jue les six points de contact des trois bitangentes 
/;,y, z ne sont pas sur une coni(jue, par suite les systèmes déterminés par 
les rouples^^2, zx ont six hilanjrenles communes, et leurs bitangentes non 
communes forment un troisième système auquel appartient le couple x^'. 

Les trois systèmes de coniques inscrites déterminés par les couples ^t, 
zj:^ xy ont pour équations, a, ^, v étant des paramètres variables, 

A - 7}yz -4- 7.7.{ qy -t- rz — px) ■+- !\rq -{- tx =io^ 
B '^^zx -^^'^{rz -i- p-r — qy) -^ ^pr -\- ty ~ Oy 
(l ~ y^zx -h '/y(px -^ qy — rz) -h ^pq -h /^ = o. 

Les priints de contact d'une conique du premier système, A, sont à Fin- 
lersertion d<*s deux coniqutîs 

ayz -h q y ->r rz — px = o, 
(x(qy '\- rz px) H- ^rq -h Ixzzio. 
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Or, si nous considérons la fonction du troisième ordre en Xj y^ z^ 

S = {oLyz -i-qy -h rz — px)(2yr -h 2^q -{- ^ya: — t) 

— {^Çf -*- (^^^ — cupx— ^rg -{- Ix) {yy -h (3-5 h- 2/>), 

la courbe S = o passe par les points de contact de la conique A et de la 
quartique, d'après la forme même de son équation. Si nous développons, 
nous voyons que S est symétrique en x^y^ z\ p^ q^ r; a, p, y, c'est-à-dire 
ne change pas quand on permute a?, ^, z, en permutant de la même manière 
/?, q^ r et a, p, y, et en laissant / invariable. Il en résulte que la cubique S 
passe par les douze points de contact des coniques A, B, C avec la quartique. 
Cette cubique coupe la conique A, en outre des quatre points de contact, 
en deux nouveaux points; comme on peut écrire 

S = {oLyz -\- qy '^- rz — pa:)[2yr -h 2Pq -^ ^yx — t 

-H oc(yy-^^z -+- 2/>)] — X{yy -+- p^; -h 2p), 

la droite qui joint les deux nouveaux points a pour équation 

2yrH- 2(3^ -H Pyx — t -\- <x(yy -^^z -+- 2p)=zo, 

ou, en ordonnant, 

Pyx -H yay -+- ol^z -h 2pcx ■+- 2q^ -h 2ry — / = o. 

Elle est symétrique en x, j^, z; ^, ç^^ r; a, p, y; il en résulte que les six 
points, distincts des points de contact avec la quartique, où la cubique S 
coupe les coniques A, B, C, sont sur une même droite et, par suite, les 
coniques A, B, C ont, deux à deux, trois points d'intersection en ligne 
droite situés sur la cubique S. Ces propriétés se vérifient directement sur 
les équations de la cubique et des coniques. Si l'on désigne par D = o l'é- 
quation de la droite dont il s'agit, par H = o celle de la quartique, on a 

l'identité 

ABC-S'=11D«. 

Ces résultats peuvent s'énoncer ainsi : 

Soient deux coniques inscrites à une quartique, et appartenante deux 
systèmes différents^ qui ont six bitangentes communes. Toute cubique 
menée par leurs huit points de contact a pour neuvième point fixe un 
des points communs aux deux coniques ; elle coupe de nouveau la quar- 
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fique en quatre poinU qui sont les points de contact d'une troisième co- 
nique inscrite y appartenant au système qui comprend les six bitangentes 
de chacun des deux premiers j non communes à Vautre. 

Inversement^ trois coniques appartenant respectivement à ces trois 
systèmes ont leurs douze points de contact sur une cubique; ces coniques, 
prises deux à deuxj ont douze points d'intersection, dont trois sont en 
ligne droite et sont situés sur la cubique précédente. 

(Chacun des trois systèmes comprend six couples de bitangentes: mais, 
d'après ce qui précède, l'ensemble des six couples se compose seulement 
de dix-huit droites distinctes. On peut répartir ces bitangentes en six 
triangles a,6|C,, ..., a^b^c^j et choisir les notations des sommets de 
telle sorte (|uc les douze côtés issus des sommets a forment les six couples 
du premier système; de même, les six couples issus des sommets b appar- 
tiendront au second système et ceux issus des sommets c au troisième. Il 
résulte du théorème général précédent que les deux bitangentes issues 
d'un sommet a, deux autres issues d'un sommet b et deux autres issues d'un 
sommet c, ont leurs douze points de contact sur une cubique; on peut les 
répartir en trois couples de telle sorte que les sommets des trois couples 
soient en ligne droite. Hesse et Steiner ont montré qu'il y a 5o/|0 hexades 
de cfîttiî sorte. 

Dans un autre travail nous ferons une application des résultats précédents 
H la surface de Kummer et à d'autres surfaces remarquables du quatrième 
ordre. 



SUR LES INVARIANTS 



DES 



ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES, 

PAR M. l'Abbé RIVEREAU, 

Professeur à Tlnstilut calholique d'Angers. 



Dans le Chapitre III du Mémoire Sur la réduction des équations diffé- 
rentielles aux formes intégrableSy Halphen donne une méthode qui 
semble peu applicable pour la formation des invariants de ces équations. 
Nous allons en indiquer une autre et calculer les invariants des équations 
du quatrième ordre et du cinquième ordre. Nous pouvons supposer, sans 
nuire à la généralité, que l'équation n'a pas de second terme. Un chan- 
gement de fonction ramènera au cas général. 

Soit donc 

im^ m(m-i-a) . ,. m(m — i)(m — 2) . ,. , 

y H 1-— — a^yini^v^ _J ^ a^j (m-s) -H ... -h ma;„_,/-|- a„,y = o 

i.a I.2.0 

une équation d'ordre m. Faisons le changement de fonction et de variable 

où Y) et Ç désignent la nouvelle fonction et la nouvelle variable. Nous dési- 
gnerons par Y)', T)^, . . ., Y)^'"^ les dérivées de cette fonction par rapport à $, 
et par u\ u\ . . ., pi', pi" les dérivées de {/ et pi par rapport à x. On aura les 
formules de transformation 

y" =zTr)'|jL*M -\-n\i\ku! -\- \i! u) 4- Y) m", 

y:=^'rf^^u 4- Zn" ii(ii u' -^ II' u) -^ r\' {Ziiu" -^ Z [l' u' '\' [l' u) -hnu'^, 
IV, — Fac, de T. M. I 
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OU aura ensuite 

M" _ M» 24 M' G 

M- _ _i5 m;* 90 m;* 3o , M ' 144 , (> . 

M;; _ 45 M^ 3Co M;» i35 , M;* 1224 , WT 

M — 2 M* "^ m 4- I ^* M» "^ //<-+- I ^* M» "^ (//i -f- 1)* ^* M 

36 . M' 468 , 6 „ 

H ; a, -rj- H- 7 77^1^1 H ^*- 

A/i 4- I *M (//i-t-i)* ' m -4-1 * 



Puis 



17 _ (/y<-~i)(w — 2) M^« _ 3(m — i) 
L ■" 4 M» /«-M ^*' 



i:^ _ __ (m — i)(//i — 2)(m — 3) M'2 3(//i — i)(3m — 5) M^ _ 3(//i^i) , 
\T " 8 M' "^ 2(//i4-i) ^*M /W4-I ^*' 

l^ _ _^ (m — i)(m — 2)(m — 3)(/n — 4) M^^ ___ 3(m — i)(//i — 2)(3//< — 7) M * 
L ~ 16 ÂF 2(//i4-i) ^* M, 



3 ( /;i — I ) ( 2 /?i — 3 ) , M 9 ( /;j — I ) ( 3 //i — a ) , 3 ( m — i ) 

flr, TT H Tï ^« — 

m -M 'M (m-+-i)* ' /w -h I 



»» 



Ij _ __ (m — i)(m — 2)(m — 3)(m -4)(m — 5) M'^ 
IJ ~ 32 M* 

,5(;;t_|)(7y|_a)(;yt — 3)î M'^^ __ I 5 ( 771 — I ) ( m — 2 )^ , M'* 

"^ 4(/«-f-l) ^'M' 2(7/1 -M) ^* M* 

__ 9(//i — i)[i5(m — 2)--4-i] M^ 
2(m-M)* *M 

3(/ii — i)(.5//j — 7) „ M' i8(/ii — i)(5//i — 8) , 3(m — i) « 
2(m4-i) 'M (m-f-i)* ' * m 4-1 * 



Si l'on pose 



r=YU(.r). ^=M(x), 



où Y est une fonction de X, dont les dérivées, par rapport à cette variable, 
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seront désignées par Y', Y", . . ., Y^*"^; l'équation réduite sera 



1.3.3 



m{m 



1.2.3.4 



On vérifiera facilement que 

B3 est un invariant. C'est l'invariant de Halphen. Sa valeur est indé- 
pendante de l'ordre m de l'équation. 
On aura ensuite 

A I n'est pas un invariant, mais on peut former l'expression 



Afc— 2 






I f , 6 „ 3 5mH-7) ,1 B^ 

M* L 5 * t>(/?i-+-i) * M* 



où B^ est un second invariant. 
On a aussi 



4 I ( ^, 9 'xM'* r 9 . 3(5/nH-7) ,1 M' 



»r 84 , io(/w-i-7) 

' /w -H I * //t -f- 1 ' 



On en déduit l'expression 






'^ 2 t/X ^ t/X* 



I r 5 , 10 „ 5 ,« 5(7/7H-i3) , ^ ,.1 B, 

M* L '^ 1 7 7(''*-t-0 J ^^ï 

B5 est le troisième invariant. En calculant A^, on aura de même un nouvel 
invariant. 

Il est facile de voir qu'un invariant B, se reproduit multiplié par ~ lors- 
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qu'on fait le changement de fonction et de variable 

En effet, supposons que B, soit un invariant de l'équation suivante : 

obtenu à l'aide de l'équation réduite fournie par la transformation 

(3) /=YU(x), g=M(^). 

La substitution (i) change l'équation (2) en l'équation 
(2') 9(10, n\ ...)z=o. 

Ramenons cette équation (2)' à une forme réduite par la transformation 

(3') r, = Y,U.(a ^=M,a), 

et désignons par ( U, ) et (M, ) ce que deviennent les fonctions U, et M, de Ç 
quand on remplace Ç par sa valeur en x tirée de(i). 
Les formules (1), (3) et (3)' donnent 

On en conclut que les deux équations réduites précédentes se déduisent 
Tune de l'autre par le changement de U en w(U, ) et de M en |ii(M, ). Ceci 
posé, soit ife/ l'expression tirée de (2)', comme B, a été tirée de (2). On 
aura 

d'où 

Cela prouve que les expressions B, sont bien des invariants, mais des in- 
variants relatifs. Leurs dérivées ne sont pas des invariants. 



SUR LE 



DÉPLACEMENT DE L'ÉQUILIBRE, 

PAR M. P. DUHEM, 

Charge d'un Cours compléroenlaire à la Facullé des Sciences de Lille. 



I. 

L'application de la Thermodynamique à la Mécanique chimique a trans- 
formé les idées des physiciens louchant Tinfluence que la chaleur exerce sur 
les combinaisons chimiques. Le résultat capital auquel elle conduit est 
susceptible de se résumer en un principe très simple. 

L'invention de ce beau théorème doit être attribuée à M. J. Moutier 
bien que ce physicien ne Tait énoncé que pour les décompositions au sein 
des systèmes parfaitement hétérogènes, semblables à celui qui est constitué 
par le carbonate de chaux, la chaux et Tacide carbonique, système où 
l'équilibre est déterminé par une tension de dissociation fonction de la tem- 
pérature seule. 

En 1877 (*), parla considération d'un cycle très simple et l'application 
à ce cycle du théorème de Clausius, M. Moutier parvint à Ténoncé suivant : 

Lorsqu! une transformation s^ accomplit sous une pression déterminée^ 
il n'existe qu'une seule température pour laquelle la transformation soit 
réi^ersible; au-dessous de cette température, la transformation a tou- 
jours lieuy qui produit un dégagement de chaleur; au-dessus de cette 
température, la transformation a toujours lieu, qui s'accomplit ax^ec 
absorption de chaleur. 



( M J . Moutier, Sar les transformations non réversibles {Société philomathique. 7'séri*», 
t. I, p. 39; 1877). 
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Peu de temps après (*), M. Moulîer montrait l'importance de celte pro- 
position dans le domaine de la Mécanique chimique. 

En 1882, M. J.-H. Van t'noir(^) a énonce cette proposition sous une 
forme absolument générale, pour toute espèce de transformations chimiques. 
Cette proposition féconde, à laquelle M. Van t'Hoff donne le nom de prin- 
cipe du déplacement de V équilibre matériel a^ec la température^ est 
énoncée par lui de la manière suivante : 

Tout équilibre entre deux états différents de la matière (systèmes) se 
déplace, par un abaissement de température, vers celui des deux sys- 
tèmes dont la formation développe de la chaleur. 

En 188G, M. Potier (') a donné une démonstration de cette proposition. 

Dans Tannée scolaire 1888-1889, nous avons eu à enseigner, à la Faculté 
des Sciences de Lille, les lois de Mécanique chimique. Au cours de cet en- 
seignement, nous avons donné de la proposition de M. J.-H. Van t'HofF la 
démonstration suivante : 

Imaginons un système défini par la température absolue T et par un cer- 
tain nombre d'autres paramètres a, ^, . . ., X. Supposons que les forces exté- 
rieures appliquées à ce système admettent un potentiel W, soit d'elles- 
mêmes, soit en vertu des liaisons imposées aux modifications virtuelles dont 
on affectera le système. 

I^e système ainsi constitué admet un potentiel thermodynamique $. 

Les conditions d'équilibre du système à la température T seront repré- 
sentées par les équations 



(0 



d<tf 


_ 0, 


d^ 

à^ 


— O, 


à(t^ 


— n 



âl 



(*) J. MouTiER, Sur les combinaisons chimiques produites a%'ec absorption de chaleur 
{Société philomathique y 7" série, t. I, p. 96; 1877). 
(*) J. H. Van t'Hopf, Études de Dynamique chimique^ p. 161 (Amsterdam; 1884). 
(') Potier, Journal de Physique, 2' série, l. V, p. 5G; 1886. 
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Késolues par rîipporl à a, p, . .., X, ces équations deviennent 



(^) 



i a=:«(T), 
P = (3(T). 

» 

>.= >.(T). 



Ces dernières équations définisscnl Tétat du système à la température T. 

A la température (T 4- cTT), il s'établira un nouvel état d'équilibre dans 
lequel les paramètres qui définissent le système auront les nouvelles valeurs 



[3 4-g^T, 



l^-^ciT, 



Les équations d'équilibre (i), difierentiées par rapport à T, donnent le 
système d'équations 



doLÔT dy} dï ' doLÔi^ dï ' '" ' doiâl dT 
â^4> â^^ doL d'^ dâ d*<S^ dl 



ô^âT â^dadT â^^ dT ^"^ d^dl dT 



c^«* d^(t^ doL â^^ dâ d^(t^ d\ 



âl âT ' âldoL dT ' dlâ^ dT ' " âl'- dT 

doL 

Multiplions les deux membres de la première de ces équations par -^t 

les deux membres de la seconde par ^ > . . . , les deux membres de la dernière 

par ^) et ajoutons membre à membre les résultats obtenus. Nous obtien- 
drons le résultat suivant : 

d^^ doL d^^ t/(3 d^^ dl 



âoiâT dT ' dâdT dT dlôT dT 

(3) { 

à^fday d^fd^y ^(^y V à^^ djx dv _ 

"^ âot'\dT) "^ d^' [dTj -^'"-^ dX* [dTJ '^'^2ààiiâv dT dT""^' 



9\t 









O/^ />//M ^V'/M \itu- 'U \tiîiU*uUt't ^ »i l'on f;«il 



'' jr ' dv "' ' Tv 



^ hi n tiith* 



ii'tu lit /r«i» //(-> <r* //À 

J-iH »/T ' <5/M' d'Y ' ' //AriT //T '^''' 
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L'illégalité que nous venons d'obtenir pourra s'énoncer de la manière sui- 
vante : 

LsL quantité 

est de signe contraire à dT. 

Interprétons ce résultat : 

Lorsqu'un système subit, à une température constante T, une modifica- 
tion réelle ou virtuelle, il dégage une quantité de chaleur dQ. De Texpres- • 
sion même du potentiel thermodynamique, il résulte que Ton a 



E^o+</2^'=-<*-Tf) 



Si, en particulier, la modification a lieu à partir d'un état d'équilihn», on a 

et l'égalité précédente devient 

Prenons donc le système que nous étudions à la température!', dans son 
état d'équilibre. Donnons aux paramètres a, p, ..., X qui le caractérisent 
des variations virtuelles égales respectivement aux quantités ôa, Sp, ..., 
oX, définies par les égalités (4), et gardons invariable la température T. 
Le système dégagera une quantité de chaleur ôQ exprimée par la relalioii 

D'après ce que nous avons vu, le second membre de cette égalité es! de 
signe contraire à dT'^ nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Lorsqu'on élève la température d'un système en équilibre^ il s'étahlit 
un nouvel état d'équilibre différent du premier. Les paramètres qui 
caractérisent l'état du système subissent certaines variations. S'ils su- 
bissaient ces mêmes variations^ la température demeurant constante^ la 



1" 

1 
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modijicalion imposée au système entraînerait un dégagement de cha- 
leur, 

CVsl, on le voit, lo principe génér<il énoncé par M. J.-II. Van l'Iloll' 



II. 

Kn 1882, M. G. Robin (*) montrait que la méthode employée par M. J. 
Moiitier, pour démontrer la proposition que nous avons citée au début de 
cette iXote, s'étend aisément à la démonstration de la proposition suivante : 

A une certaine température déterminée, if existe une seule pression 
soifs laquelle Véquilibre est établi; sous les pressions plus éle\<ées, il se 
produit une réaction accompagnée d^ une diminution de r>olume; sous les 
pressions moins élaées, il se produit une réaction accompagnée d^une 
ausuientation de volume, 

O théorème était énoncé par M. Robin seulement pour le cas des sys- 
tèmes parfaitement hétérogènes; mais il est susceptible, comme le précé- 
dent, d'être étendu à des systèmes quelconques; démontrons-le d'une 
manière générale. 

Considérons un système soumis à une pression normale et uniforme P, 
seule force extérieure qui agisse sur lui. Soit V son volume; soient U et S 
son énergie interne et son enti'opie; soit 

<I> = E(U-TS)-+-PV 

son potentiel thermodynamique sous la pression constante P. Supposons 
l'état du système défini par les variables P, T, a, ^, . . ., X. Les conditions 
d'équilibre du système sous la pression P, à la température T, sont 

(5) '.d^-""' 






(*) G. Robin, Société mathématique, 7* série, t. IV, p. a4 ; 1882. 
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»''<Iiiations qui, résolues [tav rapport à a, p, . . ., X, deviennent 

(6) ,? = ?(I>.T). 

>. =i/(I>,T). 

A la même teinpérahire T, exerçons sur le système une pression (P -f- ^/P); 
nn nouvel étal (réquilibre va s'établir; les variables a, p, . . ., X vont prendre 
de nouvelles valeurs 



>(P,T)-^^fl^^/l^ 

DiJVérenlious par rap[)ort à I^ l(»s conditions d'écpiilibre (ji). lillles nous 
donnent les éjj^alltés suivantes : 



ôx dP Ox' ()P ôx à?» ÔP âx 01 OV 

JSO 0*^ âx (P^ â^ â'^ ()A 

-H • • • -^ "Ta— r: -7n = <J» 



()? âP 0? âx OP â^' àP â^ ôl âP 






à'/. âP dl âx ÔP ôl à? âP 0/^ ÔP 

Multiplions l(»s deux membres de la première de ces écpiations [)ar -r^; 
l«»s deux mend)res de la seconde par -jS j "S I^s deux membres de la dernière 

par ^ el ajoutons membre à membre les résultats obteiuis. Nous trouve- 
rons Tégalité 

ô*'^ âx ô'^ dp c)** ôl 



âx ÔP ÔP c)[3 ()l> f^P ' ' • ' ^>. ôP ôV 

(7) < 



\ "^ ôx^ \ÔP) ^ (^^» \ÔP) -^'"-^ 01' \ÔP) '^'^2àâixâ^j âP ÔP '"'' 
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L'clat d'équilibre du système défini par les égalités (G) est tel que la va- 
l(Mir correspondante de $ soit minimum parmi toutes celles qui correspon- 
dent aux uiemes valeurs de P et de T. La forme quadratique 

m 

est donc positive pour tout système de valeurs non nulles de a, h, , , ,, L En 
particulier, on a 

dette inépdité, jointe à Tégalité (7), donne Tinégalité 



âx âV ÔP ()(3 (^P (^P • • ' ôlàP âP 
Posons 

observons d'ailleurs que, d'après les principes de la théorie du potentiel 
thermodynamique, on a 

V=: —, 
ÔP 

et le résultat que nous venons d'obtenir pourra s'énoncer ainsi : 
La quantité 

est de signe contraire à dP. Or cette quantité est la variation SV que subi- 
rait le volume V, si, sous la pression P maintenue constante, à la tempéra- 
ture T maintenue constante, les paramètres a, p, . . . , X subissaient des va- 
riations Sa, S^, . . ., oX. On arrive donc ainsi à la proposition suivante : 

Lorsque, à température constante, on augmente la pression que 
supporte un système en équilibre^ il s'établit un nouvel état d'équilibre 
différent du premier. Les paramètres qui caractérisent l'état du système 
subissent une certaine variation. S'ils subissaient la même r>ariation à 
température constante et sous la pression primitive maintenue constante, 
il y aurait diminution du i^olume du système. 
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Celle proposition, donnée en 1882 par M, G. Hobin dans un cas parti- 
culier, a été énoncée sous sa forme générale, sans démonstration, en i88'(, 
par M. II. Le Chàlclier ('). M. Le Châtelier donnait celle proposition 
comme un complément de la proposition de M. J.-H. Van l'HofT et la pré- 
sentait sous la forme suivante : 

Tout système en équilibre chimique sla/ile soumis à V injluence d'unie 
cause extérieure qui fend à faire varier soit sa température, soit sa con- 
densation (pression, concentration, nombre de molécules dans l'unité de 
volume) dans sa totalité ou seulement dans quelques-unes de ses parties, 
ne peut éprouver que des modifications intérieures qui, si elles se pro- 
duisaient seules, amèneraient un changement de température ou de 
condensation de signe contraire à celui qui résulte de la cause exté- 
rieure. 

Dans cet énoncé, on le voil, M. Le Cliîllelicr applique ce théorème non 
seulement à la pression, mais encore à la concentration des dissolutions, 
dans le cas où ce paramètre intervienl. Le théorème en question est, en 
effet, susceptihle d'un énoncé tout à fait général, qui le place au-dessus de 
la simple Mécanique chimique el qui a été donné par M. F. Braun (*) sous 
la forme suivante : 

Lorsqu'on fait passer un système d'un état d'équilibre à un autre en 
modifiant la valeur de l'une des variables dont il dépend, « le passage 
au nouvel état d'équilibre s'effectue toujours de telle manière que la 
variation arbitrairement imposée à l'une des variables pour déterminer 
la modification subisse une diminution dans sa valeur absolue par l'ejfet 
même de la modification. » 

M. Braun a donné de ceLtu proposition une déiuonstralion fondée sur la 
seule notion de slahilité. On peut aisément en donner une démonstration 
fondée sur la Thermodynamique cl analogue à celle ijue nous venons de 
donner pour le cas où le paramètre variahlc est la pression. 

(1) H. Lk Ciutblieb, Cumptei rendus (l. XCIX, p. 78S; iflSi). 

(>] F. RiiAVN, Ueber einen atlgemeincn qualilniiven Sati fUr ZuMlandiânderungen 
nebsl êinigen «VA atiscktiestenden IScnierkungcn, intlieionderc âlicr nichi rtiideulige 
Syiteme ( medemann's Annalen, t. X\XM!, p. îîj; i88«}. 
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SUR L ETUDE 



D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE 

DANS LE VOISINAGE D'UN DE SES POINTS («), 

PAR M. E. œSSERAT. 

Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



1. — Préliminaires. Signification algébrique du problème. 

Nous prendrons pour base de cette étude le théorème suivant, qui se dé- 
montre par des considérations élémentaires : 

Théorème I. — Soit/(jc,y) = o une équation dont le premier membre 
est un polynôme entier en xety\ si ^ pour x = x^y V équation en y a n ra- 
cines égales à y^^^ pour une valeur de x voisine de ,r<,, cette équation a 
n racines voisines de y^j et n seulement. 

On en déduit les propositions suivantes : 

Théorème II. — S/, pour j: = .r^, l'équation en y a une racine simple y ^j 
pour une valeur de x voisine de x^j cette équation admettra une racine 
simple voisine de y^y et une seule. 

Théorème III. — Si l'équation est à coefficients réels et si y en attri- 
buant à X la valeur réelle x^y l'équation en y a une racine simple 
réelle y Qj pour une valeur de x réelle et voisine dex^y l'équation admet- 
tra une racine simple réelle t?oisine de y^^ et une seule. 

(]eci posé, on peut toujours supposer que le point à étudier coïncide avec 
Forigine; s'il en était autrement, on transporterait Torigine au point consi- 
déré. Quelle est alors la signification algébrique du problème proposé? 



I * ) Conférence faite par M. (^osscrat à la Faculté des Sciences de Toulouse. 
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Lu ftmilic ii'|iirsoiitt'c par rêqualioii algébrique à coofficiciils rùols 
(I) lA.rP/0^0 

l'st la roprésenlation géomélrique des solutions réelles de celte équation. 

Donnons à j; la valeur zéro, l'équation en y correspondante admettra la 
racine zéro; soit n l'ordre de multiplicité de cette racine; donnons à x une 
valeur inllnimenl petite, l'équation en y correspondante admettra n racines 
infiniment petites; l'étude de celles de ces racines qui sorti réelles n'est 
évidemment autre chose que l'étude de la courbe algébrique dans le voisi- 
nage de l'origine. 

Indiquons d'abord, d'après Puiscux, comment on sépare les n racines infi- 
niment petites, et, plus généralement, colles d'une équation algébrique quel- 
conque, à coefficients réels ou imaginaires, prise sous la forme (i). 



II. - 



Séparation des n racines infiniment petites 
d'une équation algébrique. 



Désignons parj>' l'une de ces racines; regardons x comme infiniment pe- 
lit du premier ordre et admettons que y soit un infiniment petit d'un ordn- 
déterminé [i; en d'autres termes, supposons qu'il existe un nombre positif^ 
loi que '^ ait une limite z, qui ne soit pas nulle, lorsque x tend vers zéro : 
i-ette hypothèse sera justifiée a posteriori. 

( Ilierrlions la partie principale zx'^ de Tinfiniment jielit /; à cet effet, po- 

>', étant un iiitiiiiuienl petit. Si l'on substitue cette valeur de^ dans Téqua- 
lioii, celle-ci devra être identiquement satisfaite; les termes d'ordre mini- 
niuiii, en particulier, devront s'y détruire; ils seront donc au nombre de 
ilenv iMi moins, et d'ailleurs ces termes ne pouvant être évidemmonl clier- 
clii'-. qiK- duris lu suite des termes 

lu subtitituLion du premier terme zx^ de la vali-ur de y^ il 
|j. doit être choisi de telle sorte «jue, dans la suite des expo- 

;3 +-jito(. |3| -i-H3t,, . . ., 
il V ait au nuiiuM d<'U\ termes luinima. 
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Soil jx uiifi valour satisfaisant h crlle contiition et tléfiriic par les relations 

qui expriment l'égalité des exposants minima ^ + txa, ..., fS,+ [xa,. 

Les valeurs de z correspondant à cette valeur de [x s'obtiendront en 
annulant la somme descoeflicientsdes termes correspnndantrcspecli veulent 
à ces exposants, savoir 

A;»+A, ;=■. + . .. + A,;>.; 

d'ailleurs z ne doit pas être nul; par suite, si Ton suppose 1rs nombres 
a, a,, ..., Xi rangés par ordre de grandeur décroissante, s aura a — a, va- 
leurs, déterminées par l'équation 



(3) 



A; 



- A, :'.-■- 



h\> = 



Newton a indiqué une construction géométri(]ue simple pour déterminer 

les valeurs de [/.. 
I Traçons dans le plan deux axes coordonnés OX, OY, et représentons 

I chaque terme de réquation (i) tel que Ax^y^ par un point ayant pour ali- 

I scissc l'exposant a âey et pour ordonnée l'exposant p de x; on obtiendra 

[ ainsi un ensemble de points dont l'un au moins sera sur OX, sinon l'équa- 

f tien (i) contiendrait en facteur une puissance de x que l'on supprimerait; 

il y aura de même au moins un point sur OY. Soit A le point situé sur OX 

t^jui est le plus voisin de O, c'est-à-dire le point dont l'abscisse est égale à n ; 
soit aussi B le point situé sur OY qui est le plus voisin de O. 
Les relations (2) montrent que les points (a, p), (a,, fl,), . . 
situés sur la droite 
tl< 



.,(=.,-, ?,)»o 



et les autres points (a,v,, p,+i), . . . sont situés au-dessus, en vertu des rela- 
tions 3 -(- [la < p,+, ■+■ fAïn , , 

Donc la droite considérée sera l'un des eûtes de la [)orlion infé- 
rieure ACBD, comprise entre les axes, du polygone convexe ACUUICF 
circonscrit au système de points. Il suffira donc de tracer cette partie infé- 
rieure pour obtenir les droites qui répondent à la (juestion. Leurs coefli- 
cienls angulaires, changés de signe, donneront les valeurs de fi. 

A chaque côté de la ligne polygonale ACBD correspondent des racines, 
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dont le nombre est la difTcrence des abscisses des extrémités du côté consi- 
déré; le nombre des racines correspondant à la ligne polygonale ACDB en- 
tière est donc égal à Tabscisse de A, c'est-à-dire à n; ainsi se trouve jus- 
tifiée rhypotbèse que nous avons faite sur Tordre inûnitésimal des racines. 
Des relations (2) on déduit 

f* — — — • • • 9 

oc — Oti OC} — OCi 

donc [X est un nombre comme nsuvahle et Ton peut poser 

- désignant une fraction irréductible. On aura alors 

Y, Yi, . . . étant des entiers; l'équation (3) deviendra 

( '» ) A mT -h Al ^Ct^ -h ... -h A,- = o, 

en posant z^= w. 

Si les différentes équations telles que (3) ou telles que (4) ont toutes 
leurs racines simples, nous trouvons pour les n racines infiniment petites 
des parties principales toutes distinctes qui permettront de les distinguer; 
on peut dire que ces n racines sont séparées. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et soit wune racine multiple de l'équa- 
tion (4); désignons par /• son ordre de multiplicité ; l'équation (3) aura q 
racines multiples d'un ordre de multiplicité égal à r; ces q racines mul- 
tiples pourront s'obtenir en multipliant l'une d'elles par les q racines de 
Tunité. Considérons l'une de ces racines z. Parmi les racines infiniment pe- 
- 
tites de l'équation (i), il y en aura r qui auront pour valeur principale :;.r^( * ). 

Pour les séparer, il faudra pousser l'approximation plus loin ; a cet effet, et, 



p 

(*) Nous désignons |)ar .r'' une des racines y''*™*» de jr/*, et nous employons celle même 
détermination dans la représentation des parties principales de toutes les racinrs dont 

l'ordre infinitésimal est -• 

9 
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alîi) (l'éviter les exposants fractionnaires, posons 

a:, ely, étant de nouvelles variables. 

Substituons dans (i), nous obtiendrons une nouvelle êi|tiiilion 



(■') 



M-r 



■0-0, 



y,(j:, ,_>',) désignant, un polynôme entier en x, el^',. Parmi les raiiiirs <li' 
cette équation, correspondant à une valeur infiniment petite de j',, il y en 
a évidemment r infiniment petites et /■ seulement : ce sont celles qui cor- 
respondent aux valeurs do^- dont la partie principale est 3.r^. 

I-orsqu'on cbercbera les parties principales de ces r racines inlinimctir 
petites, on sera conduit à des équations auxiliaires en :, (ou en h,), ana- 
logues (1 l'équation (3) [ou à l'équation (4)]. Si toutes les racines de ces 
équations sont simples, la séparation sera elTectuéc : les racines de l'équa- 
lion pny, qui avaient des valeurs approchées égales à la premirre approxi- 
mation, seront séparées à la seconde approximation. 

Dans le cas contraire où Ton rencontre encore des racines mulliples, on 
appliquera de nouveau la même méthode, et ainsi de suite jusqu'à ce que 
toutes les équations auxiliaires dont dépend la solution aient des racines 
simples. 

Il nous reste à établir la proposition suivante ; 



Il est impossihlf que la suite des Ira/is/urnialiu/is si- prolo/i^ 
ninient. 



iiidêji- 



Kn elîetjsoit s, jt'^' la partie principale d'une des r nicii 
lites de (3); on aura 



p' et ç, étant deux entiers premiers entre eux, et le coefficient correspon- 
dant :, sera racine d'une équation algébrique de degré 5r; celle équation 
a<lniettra y, racines d'un ordre de multiplicité égal à r,, en désignant par 
/■, l'ordre de mukiplîeili' di- la racine :,, ou aura donc 



cl, par suite, 



(}Xp e. cossout. 

Nous posons maintenant 



c'ifst-â-dîre 

#•11 désignant par/i, ic nombre entier égal kpq^ -^ P'j ^^ sorte que />, et y. 
î^int premiers entre eux. 

Si Ton substitue les valeurs de x,, y^ dans (5), ou les valeurs de x,^- 
dans (i^, on obtient une nouvelle équation 

fz^-^tiYt) désignant un polynôme entier en x, et j^„ sur laquelle on re- 
rommencera les opérations précédentes, et ainsi de suite. 
i>>nsidérons les ordres 

P Pi Pt 

—, — , y ... 

7 77i 77i7« 

i\i^ diflerents termes successifs. Les dénominateurs ç, qq^^ ÇÇtÇ^y ... ne 
IR'Uvent pas surpasser /i; si donc la suite des transformations se prolongeait 
indéfiniment, les ordres qui vont constamment en croissant augmenteraient 
indéfiniment (*). Par suite, la différence entre deux des racines serait inGni- 
ment petite d'un ordre aussi grand qu'on le voudrait. Or, le produit des 
carrés des différences des racines de l'équation (i) est une fonction symé- 
trique des racines de cette équation qui s'exprime rationnellement à l'aide 
des coefficients et par suite aussi à l'aide de x; il ne peut donc être que d^un 
ordre infinitésimal déterminé, à moins qu'il ne soit identiquement nul. 
Mîijs cette dernière hypothèse, dans laquelle l'équation en ^ admettrait des 
racines égales, quel que soit x, peut toujours être écartée : en effet, on peut 
toujours commencer par diviser le premier membre de l'équation (i) par 
le plus grand commun diviseur des polynômes f{x^y) ety^(x,^). La 
proposition est donc établie. 

La démonstration précédente a été déduite de cette remarque que 
V' yy«' y^i^a? ... ne peuvent surpasser /i, quelque loin que l'on pousse 



P) On peut ajouter que les numérateurs /?,/>i,/>i, ... sont des entiers croissant con- 
««tamment, comme le montre la formule /?i = /5yi h- />' et les formules analogues détermi- 
nant /7f, .... 
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rapproximalion. Il on résulte aussi qu'il arrivera nécessaire nient un nm- 
nienL à pai'lii' dLi([ucl les entiers y, g,, q.,, .. . se réduironl à l'iniilL'. Suit 

On obtiendra, par suite, toute raciney inlÎDÎment petite sous la foni 



- 3| f.^.^. 



(6) 

en posant 

(7) J7^l11--h 

et en désij;;nant pary^^., une fonction de / infiniment' petite avec /; ou pre- 
nant s suffisamment grand, on aura séparé les « racines infiniment petites 
LV-quation (i) d'ailleurs pourra s'écrire 

elle ne change pas si l'on remplace / par a 
racines de l'équation 

(8) X'«. 7.= ,: 

par suite, l'expression (G), où / est remplacé jiai' toutes les racines de 
quation (7), représentera qq, ...qi racines infiniment petites de (1). 

Nous pouvons, en conséquence, énoncer le théorème suivant (pil rês 
presque immédiatement de ce qui précède : 

Soil y une fonction algébrique de la variable x, cl soit x^ une valeur 
de cette variable pour laquelle diverses déterminations de y prennctir 
une valeur commune y „. Pour les valeur$ de x — x^, ayant leurs mo- 
dules inférieurs à une limite déterminée, ces diverses déterminations 
de y se répartissent en des systèmes entièrement distincts entre eux. 
I Toutes celles qui composent un même système se répartissent simulla- 

M nément, leur nombre étant égala N, sous la forme suivante : 

^^b (9) 

^^^H un e 



-'"■ y—ft=a,l-hatt*- 



h «i- ('" ^ 



E^^ , désignant une fonction de t infiniment petite avec t; le nombre 
un entier arbitraire qui doit toutefois être choisi assez grand pour 
les formules (9) effectuent la sépar'ation entre les N racines qu'elle} 
présentent et les autres racines. 
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Cette proposition s'énonce de la manière suivante, si on l'interprète géo- 
métriquement : 

Soient x^^y^ les coordonnées d^un point sur une courbe algébrique. 
Aux environs de ce point y les diverses branches de la courbe sont repré- 
sentées par un ou plusieurs systèmes d^ équations analogues au sys- 
tème (9), oà £yi^, et k sont soumis aux mêmes restrictions que précédem- 
ment. 

La portion de courbe représentée parle système (9) est appelée un cycle; 
le point (.To, y^) est dit Y origine du cycle. 

Considérons, pour les diflcrentes branches de courbe appartenant à un 

même cycle, le rapport *^-^^ : ou bien ce rapport croit indéfiniment pour 

toutes les branches lorsque x tend vers Xq\ ou bien il a une limite, la même 
pour toutes les branches du cycle; donc : 

Les différentes branches de courbe appartenant à un même cycle ont 
même tangente. 

Cette tangente commune est la tangente du cycle. 

III. — Séparation des racines réelles infiniment petites 
d^une équation algébrique à coefficients réels. 

Tout ce que nous avons dit au § II s'applique si l'équation (i) est à coef- 
ficients réels ou imaginaires. Particularisons cette équation en supposant 
qu'elle soit à coefficients réels; donnons à x des valeurs réelles infiniment 
petites ; il importe d'indiquer à quels caractères simples on reconnaîtra que 
l'une des racines y que l'on sépare peut donner lieu à une branche de 
courbe réelle; il faut déterminer les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que, x prenant à partir de zéro des valeurs infiniment petites, soit 
toutes positives, soit toutes négatives, les valeurs correspondantes, définies 
par (6), de la racine considérée^ soient réelles. 

Posons le problème sous une forme peu difierente : cherchons sous 
(juelles conditions le cycle représenté par les formules (G) et (7) est réel; 
pour préciser, examinons si ce cycle peut avoir des branches réelles et com- 
bien il a de pareilles branches. 

Supposons que l'une des branches du cycle soit réelle ; c'est-à-dire suppo- 
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sons ({uc, lorsqu'on fait varier x à partir de zéro par des valeurs, soit 
toutes positives, soit toutes négatives, les valeurs successives, obtenues par 
voie de continuité (*), d'une racine /de l'équation (7) rendent réel le second 
membre de (6); il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que les s -\- i 
premiers termes de la valeur de y soient tous réels, ainsi que le terme com- 
plémentaire Ys^^ tP*. 

Or, considérons la suite des opérations qui conduisent à la séparation de 
la racine considérée et supposons que cette séparation soit effectuée par la 
{s -4- i)'*'™* opération, en sorte que :;, soit déterminée par une équation Tad- 
meltant pour racine simple. On peut alors énoncer le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le cycle défini par les 
équations (G) <?/ (7) ait au moins une branche réelle est que les (5-4-1) 
premiers termes de la valeur de y soient réels lorsqu'on donne à t une 
suite de valeurs résultant j par voie de continuité y d' une suite de valeurs, 
soit toutes positives, soit toutes négatives, de x. Si cette condition est 
remplie^ il y aura deux cas à distinguer, suivant que qq^ -- -qi sera im- 
pair ou pair; dans le premier cas, on aura une seule branche réelle^ et 
dans le second deux branches réelles. 

En effet, la condition énoncée est évidemment nécessaire; il reste à dé- 
montrer qu'elle est suffisante. 

i" Supposons d'abord que qq^ . ..qi soit impair. 

Remarquons que l'on peut prendre, pour représentation du même cycle, 
^ry,. . .^/ formules telles que (6), savoir toutes les formules qu'on obtient 
en remplaçant dans (6) / par a>/, où co sera pris successivement é^^al à 
toutes les racines de l'équation (8). En d'autres termes, étant donnée une 
suite de valeurs de /, définie par l'équation (7), on peut prendre pour 1(* 
cycle une représentation telle que la valeur de^, correspondant à la suite 
considérée des valeurs de /, soit l'une quelconque des racines du cycle; et 
réciproquement, étant donnée une racine infiniment petite du cycle, on 
peut toujours prendre pour ce cycle une représentation telle que la suite 
des valeurs de / qui donne lieu à la racine considérée soit Tune quelconque 
des suites définies par l'équation (7). 

Or, dans le cas considéré, nous avons une suite de valeurs de / qui donne 



y^) C'est-à-(lirc les valeurs successives obtenues en appliquant le th«*orcme II du § I à l'é- 
(juation (7), où x prend une suite continue de valeurs toutes de même signe. 

IV. — Fac. de T. 0.2 
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par la formule (h) une racine [kjuf laquelle les (.v-r-i) premiers termes 
fie ("G) sont réels; adoptons une ref>rêsentalion du cycle telle que la suite 
des valeurs de / qui conduit à cette racine soit la suite formée de valeurs 
réelles définie par (-j ); supposons, pour fixer les idéef;, que cette représen- 
lalion soit [irécisénient (G); les coefficients z^^ z^^ ..., z^ seront réels : il 
s'ajrit d'établir que, dans ces conditions, la formule (G) définit une branche 
réelle pour les valeurs réelles de / voisines de zéro: en effet, posons 

(*t substituons dans Téquation 

On obtient une équation 

fio) K(r,/) = o, 

on V(lj Z) <?st un [)olynome entier en /etZ, à coefficients réels; Téquation 
(li}) a(lm<*t la racine Zj -^ys-^t ^^j P^^ hypothèse, si Ton y fait / = o, Téqua- 
lion obteinic; admet la racine simple réelle z,; donc, en vertu du théo- 
rème m du § f , récjualioii (lo) admettra, pour des valeurs de / suffisam- 
miînl voisines d<,' zéro, une racine simple et une seule voisine de j„ savoir 
j, -f-^',,i, (*t c<?tt(; racine s<»ra réelle. 

La prcîmién; partie de la proposition est donc établie, la seconde est évi- 
dentes puis(|ur» ré(juation (7) n'admet, dans le cas présent, qu'une seule ra- 
cines réelle. 

2'* Supposons maintenant que y y, ^2 • • • Çt *^^>ît pair. 

Dans c(î cas, l(»s (-v -h i) premiers termes du second membre de (G) ne 
peuvent étrcî ré(»ls (pie lorsqu'on donne à / une suite de valeurs résultant, 
|)ar voi<» de ccmtinuité, d'une suite de valeurs, toutes de même si{çne de .i\ 

Supposons, eneffcît, en premier lieu, que, lorsqu'on donne à /une suite de 
vabîurs résultant d'une suite de valeurs toutes positives de r, on ail une ra- 
cine y, pour Iaqu(;lle les (.? -h 1) premiers termes de (G) soient réels; adop- 
tons uik; représ(»nlation ((>) du cycle telle que la suite des valeurs de /, cpii 
conduit à ccîtte racine, soit constituée, quand x est positif, par l'une des deux 
suites de valeurs réelles définies par (7); pour la représentation (G) consi- 
dérée?, les coefficients ^,, -^a? - -- y ^s seront réels et, par suite, quand x sera 
néf^îitif, la formule (G) ne pourra pas représenter de branche réelle, puisque 
alors l'équation (7) aura toutes ses racines imaginaires. De plus, en répétant 
le raisoiniem(*nt fait précédemment, on démontrera que j^,+, est réel pour 
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des valeurs de /, suffisamment voisines de zéro, et correspondant à des va- 
leurs positives de X. Enfin, comme Téquation (7) définit, quand x varie par 
valeurs positives, deux suites de valeurs réelles de /, le cycle aura deux 
branches réelles correspondantes. 

Supposons, en second lieu, que lorsqu'on donne à / une suite de valeurs 
résultant, par voie de continuité, d'une suite de valeurs toutes négatives de 
Xj on ait une racine^ pour laquelle les (s 4- i) premiers termes de (G) soient 
réels. 11 suffit de changer x en — x dans l'équation (1), c'est-à-dire de sup- 
poser un instant que Ton ait changé le sens de l'axe des Xj pour retomber sur 
le cas précédent. 

IV. — QuHqurs applications. 

L'étude d'une courbe algébrique dans le voisinage d'un de ses points 
résulte immédiatement de ce qui précède; le point étant pris pour origine 
des coordonnées, on fera jouer à Tune des deux coordonnées le rôle de la 
variable indépendantes des paragraphes précédents et à l'autre coordonnée 
celui de la variable^'; l'étude de la courbe algébricjue dans le voisinage 
rie Torigine ne sera autre, comme nous Tavons dit, que la traduction géo- 
métrique de la mise en prati(jue, à l'égard de Téquation donnée, des faits 
algébriques considérés aux § 11 et lU; l'exposition de ces paragraphes 
ayant surtout été faite au point de vue de l'application au problème pro- 
posé, quelques exemples simples suffiront pour élucider la théorie présente. 

Supposons d'abord qu'on se propose d'étudier une courbe algébricpie aux 
environs d'un point simple de cette courbe. Prenons le point pour origine 
et supposons les deux axes coordonnés différents de la tangente en ce point. 
Soit alors 

l'équation de la courbe, en groupant ensemble les termes de même degré; 
on a 

«, et b^ n'étant pas nuls. Prenons x pourvariable indépendante ; pour x = o, 
Téquation en^^ a une seule racine nulle; pour ./; infiniment petit, elle a une 
racine infiniment petite qui forme un cycle dont la tangente est la tangente 
de la courbe; nous connaissons, par suite, a priori^ la partie principale t,x 

de la racine infiniment petite, en posant /, = — A', afin d'avoir des éléments 
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suffisants pour la construction de la courbe, lious pousserons plus loin Tap- 
proximalion, en posant 

récpiatinn déterminant^', sera 

Soit 9^4-1 (t, lii première des fonctions 9(1 1 qui ne s'annule pas pour 
/ --- /, et posons 

Pour X = o, ré(|uation en j^, a une seule racine nulle et, pour x* infiniment 
petit, elle a une racine infiniment petite qui forme un cycle dont la tangente 
(»st ()x; nous déterminerons la partie principale delà racine infiniment pe- 
tite par le procédé indiqué au § II; la ligne polygonale de Newton se réduit 
ici à la droite (jui joint le point d'abscisse» égale à i, situé sur OX, au point 
d'ordonnée égale à q situé sur OY. 

Les relations ( 2) se réduisent ici à 



i»t ré<piatioii ( 3) à 
On aura donc 



et, par suite», 



f^i --^ 7^ 



h^z -h a,f^i -1 o 



^* = (-^ "•>'')-"• 



V— -^^'-h — 



a 






4-/2 Uv-^ S 



\'a désignant une quantité infiniment petite avec x. 

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour construire la 
courbe aux environs de Torigine. Il est clair, en elTet, que, pour x suffisam- 

menl [)etil, le coefficient p^ ~^ y-2 d^* •^^* ^ le signe de son premier terme 



f^^ 



''7-1 



'i- ' D'ailleurs l'ordonnée de la courbe est étrale à la somme de Tordon- 

/>, » 

née de la tangente ^' — /, x et de la (juantité ( — ^^ ~^ y^j ^^^* - ^^^ '^ i"*" 
médialement les résultats suivants : 

1** Si y est impair, par l'origine passe un arc de courbe tangent à la 
droite qui a pour é(iuali(m^ = /^x; cet arc de courbe est concave ou con- 
vexe vers les ordonnées positives selon que -j^ est négatif ou positif. 
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2^ Si q est pair, on a un arc de courbe langent à Torigine, à la droite» 
y = t^x et qui présente, en ce point, une inflexion. 

Considérons maintenant une courbe algébrique, admettant Torigine 
comme point double, c'est-a-dire supposons que, dans Téquation de la courbe 
il n'y ait pas de termes de premier degré; il y a deux cas à dislinguer sui- 
vant que les tangentes à l'origine sont distinctes ou sont confondues. 

Envisageons d'abord le premier cas et, plus généralement, le cas où l'ori- 
gine est un point multiple d'ordre/? à tangentes distinctes; supposons cpir 
les axes coordonnés soient diflerents des/? tangentes à l'origine. L'équalion 
de la courbe, en groupant ensemble les termes de même degré, sera de la 
forme 

9iA^y y) -+- 9ph-i (^. y) -f- . . . 4- 9m(^, y) — o. 

et Téquation 9^(1, /) = o admettra p racines distinctes /,, Z^, . . . , /,,. 

Pour x = o, l'équation en^ a /> racines nulles; pour x infiniment jïetit, 

elle a p racines infiniment petites, qui forment p cycles distincts dont les 

tangentes sont 

y — ^i*^> • • • > y — v'*^' 

nous connaissons par suite, a prioriy les parties principales /,x, . . . , tpX d(*s 
racines infiniment petites. 

A chaque racine réelle de l'équation Çp(i, /) = o correspondra donc une 
branche de courbe réelle; la construction d'une de ces branches se fait de 
la même manière que dans le cas d'un point simple; considérons la branche 
qui correspond à une racine réelle /, de l'équation 9^(1 ,/) = o. 

Soit o^^(f , /) la première des fonctions 9(1, /), qui ne s'annule pas i)our 
/ = /, et posons 

Soit, d'autre part, bp le coefficient de j>', dans le polynôme ç^( 1 , /, -i- v). 
coefficient qui n'est pas nul puisque/, est une racine simple de ?;,( i, ^= <>. 
On aura, pour définir la branche considérée, aux environs de l'origine, 



c * 



(_î!ç. -,,,).,.. 



y 2 étant infiniment petit avec x. 

On voit que chaque branche se comporte comme la branche relative à un 
point simple. 

Considérons maintenant le cas d'un point double à tangentes confondues ; 
supposons que la tangente soit l'axe des x en sorte que l'équation de la 
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courbe soil de ia forme 

en groupant ensemble les termes de même degré. 

Plaçons-nous dans le cas général, en sorte que, si Ton pose 

a ne sera pas nul. 

Nous pouvons toujours supposer a négatif; si a était positif, on commen- 
cerait par changer le sens de Taxe des x et Ton retomberait sur le cas que 
nous allons traiter. 

Prenons x pour variable indépendante; pour x = o, Téquation en ^ a 
deux racines nulles et pour x infiniment petit, elle a deux racines infiniment 
petites. Séparons ces racines, en appliquant la marche indiquée au § II. 

La ligne polygonale de Newton se réduit à la droite quijoint le point d'ab- 
scisse égale à 2, situé sur OX, au point d'ordonnée égale à 3, situé sur OY; 
les relations (2) se réduisent à 

2/JL=:3, 

et l'équation (3) à 



C*r= — <7. 



Les deux racines forment donc un cycle défini par les équations 

v = (v/=~^-+-v,)/', 
x — t'^, 

où y, est une quantité réelle pour les valeurs réelles de /, suffisamment voi- 
sines d(,' zéro. 

Dans le voisinage de Torigine, on a deux arcs de courbe tangents à Oic, 
situés, de part (?t d'autre de cette droite, dans la région des abscisses posi- 
tives; les ordonnées de ces deux arcs de courbe dilTèrent, aussi peu que Ton 
voudra, des ordonnées des arcs de courbe définis par les équations 



y =z xsj — aXy 

y ■=• — x\J — ax, 

L^origine est un ]poini de rebroussement de première espèce, 

« supposé que a n'était pas nul; dans le cas où cette hy- 
réalisée, on opérera identiquement de la même manière. 



SUR L ÉTUDE DUNE COUUBE ALGÉBRIQUE. O.I.? 

Considérons, par exemple, le cas suivant : supposons que a soit nul, h 
n'étant pas nul; supposons, de plus, que le coefficient a, de x^ soit égal ci 4-- 

4 

Pouro; infiniment petit, Téquation en j^' a encore deux racines infiniment 
petites qu'il s'agit de séparer. 

La ligne polygonale de Newton se réduit à la droite qui passe [)ar les trois 
points (2, o), (1, '>.), (o, 'i); les relations (2) deviennent 

et l'équation (3) 

L'équation en z a ses deux racines égales a et les deux racines infi- 

niment petites ont leur partie principale égale à 

• * . 

J^a sé[)aration n'étant pas effectuée par la première a[)pr()ximati()n, nous 
posons 

.»•=(- J + r.) .rs 

et nous formons Técpiation en^^; les termes du [)remier degré renferment 
X en facteur; plaçons-nous dans le cas général où le coefficient de x dans 
l'équation en j-, n'est pas nul; soit alors 

cette é(juation. 

Pour X infiniment petit, elle a deux racines infiniment [)i»lites; applicpiaut 
la méthode du § II, on trouve immédial(*ment pour leurs parties princi[)al(»s 

Kn sorte (|ue les dcuix racrines^^ forment un cych» défini par l<*s écjiiations 





X 


r — /- 





y 



i)f\ 



où y. 2 est infiniment petit; nous pouvons supposer que a est positif, sinon on 
changerait le sens de Taxe des x; y., est alors une quantité infiniment petite* 
réelle, pour les valeurs réelles de /, suffisamment voisines de zéro. Dans le 
voisinage de l'origine, les ordonnées d(»s deux hranehes différeront aussi peu 
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t\ut' Ton voudra des ordonnées des arcs de courbe définis par les équations 



2 



y =: x* — x*\ — ax. 

•'2 

L'origine est an point de rcbroussement de seconde espèce. 

Pour terminer, nous remarquerons qu'on peut se faire une idée générale 
de la forme d'une courbe aux environs d'un de ses points en indiquant les 
différentes formes possibles d'un cycle réel. 

Prenons pour origine des coordonnées l'origine du cycle réel el pour axe 
des j: la tangente à ce cycle; on a alors, pour ce cycle, une représentation 
de la forme suivante 

X — n 

I — a,g^-,l — ... — iln^fl -r- 1^— |f 

le nombre n est dit X ordre du cycle et le nombre v la classe du cycle. 

Halphen a remarqué que les deux nombres n et v donnent immédiatement 
l'aspect graphique du cycle supposé réel et il a énoncé les conclusions sui- 
vantes (* ), (|ui apparaîtront immédiatement en répétant les mêmes raison- 
nements que précédemment. 

r^ Si net V sont impairs^ l'aspect est celui d'un point ordinaire. Une 
branche ordinaire correspond d'ailleurs au cas où /î ^ v = i . 

^y Si n est impair et v pair^ l'aspect est celui d'une inflexion. XJ" inflexion 
proprement dite ou ordinaire répond au cas où /i = i , v = 2. 

J" Si n est pair etv impair y l'aspect est celui d'un rcbroussement de pre- 
mière espèce. Le rebroussement ordinaire correspond à /i = 2, v = i. 

'i° Si n et V sont pairs, l'aspect est celui d'un rebroussement de seconde 
«îspéce. 

Nous ferons remarquer, à l'égard des résultats obtenus dans les § II 
(»t III que non seulement ils sont la base de l'élude d'une courbe algébrique 
dans le voisinage d'un de ses points, mais qu'ils se suffisent à eux-mêmes 
dans cette élude; l'exposition que nous avons adoptée dans le § IV a été faite 
afin de mcllre en lumière la remarque que nous faisons en terminant. 



( ') Voi/'y dans la traduction française des Courbes planes de M. Salmon, V Étude sur ies 
points sint^iiliers des courbes algébriques planes^ par G. -H. Halphen, p. 547- 
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l. 

Le présent travail a pour objet d'indiquer une nouvelle méthode pour 
obtenir des groupes fuchsiens dont une partie sont, il est vrai, des trans- 
formés de groupes fuchsiens à coefficients entiers ( ' ), mais dont une infinité 
ne peuvent, par aucune transformation, acquérir de pareils coefficients. 

Soit y une racine primitive de l'équation 

où le nombre entier/; est premier. Je considère la substitution 
dont les coefficients sont formés comme il suit 

2 



a 



^2«A(y^'-Hy-^), 



p-\ 



bj^^^nU'-^J-')^ 



(0 






cj^^ynU^-^j-''), 



2 



1 



àj^^àhW+J-")-^ 



A = l 



(*) Voir, sur les groupes fuchsiens à coefficienls entiers, Les fonctions fuchsiennes et 
l* Arithmétique, par M. Poincaré {Journal de Liouville; 1887). 
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les a^, ^;i, Ya» *a sont des nombres entiers tels que 



(2) 



cijdj — bjCj^zz I . 



Les substitutions Sy forment un groupe. Mais, même en tenant compte 
de la condition (2), les coefficients de Sy contiennent encore trop d'entiers 
variant indépendamment les uns des autres pour que ce groupe soit discon- 
tinu : il faut établir entre eux de nouvelles relations. 

Je considère une substitution 



OU 



(3) 



s 



m 



= ^f^HU''+J-% 



h = l 
p-l 

S 



i 



nj =^^hU'''-^J~"h 



Lui 
s 



pj ^^'^hU^-^r'')^ 



h=\ 

t 



7y ='^VAJ''-^J-")^ 



h=\ 



où les [jL>i, v>^, t:^, /a sont des entiers. Désignons par p une racine primitive 
au sens arithmétique du nombre />, et par S^n, S^n ce que deviennent Sy 
et Sy quand on y remplace y pary"*. Je suppose de plus que Sy soit telle que, 
en multipliant Sy par Sy?, puis le produit par Sy?', et ainsi de suite, la der- 
nière substitution employée comme facteur étant SyP-y", on obtienne la 
substitution unité et on l'obtienne pour la première fois 



*= 



p- » 



(4) 



n ^>p' 



=1: 



A = o 



ceci posé, la substitution Sy restant fixe, j'impose aux substitutions Sy la 
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condition 

(5) Sj, = lj'Sjlj, 

Les substitutions qui satisfont à la condition (5) forment un groupe, car il 
est évident que, si deux substitutions satisfont à cette condition, leur pro- 
duit y satisfait aussi. L'équation (5) entraîne toutes celles que Ton en peut 
déduire en remplaçant la racine j par une racine primitive d'indice p de 
l'unité, à cause de l'irréductibilité de l'équation qui fournit ces racines. On 
aura donc 

en appliquant les formules qui donnent les coefficients de la transformée 
d'une substitution par une autre substitution, les équations (6) donnent 

aj^ = ( ajmjçj-^ bjpjçj — cjntjnj--- djHjpj) aj, 

(7) ^ 

\cj?—(—aj mjfj — bjf] -^cjm) -h dj nijpj) tjj, 

\ dj^ — {'-ajnjPj — bjpjqj-h Cjmjnj-Jrdjmjqj) (jj. 

On déduit de (2) et de (7) 

«y? dj^ — 6y? dj^ = I 
et 

donc 

Les équations complexes (7) équivalent à 2/? — 2 équations rationnelles 
entre les 2/? — 2 entiers a^^, p>i, y/^, 8/^. Mais on peut choisir e de telle sorte 
que 2p — 6 seulement de ces équations soient distinctes. Il suffit de mon- 
trer que quatre combinaisons de ces 2p — 2 équations rationnelles sont 

identiques. En efiet, les équations obtenues en remplaçant dans (7)7 ^ 

fois successivement par y P sont toutes des combinaisons de ces ip — 1 équa- 
tions rationnelles et permettront, par des substitutions successives, d'ex- 

p—i p—\ p—\ p—i 
primer a/^T' ^ b/'~î~y c/~^ y d/ « en aj^ 6>y, Cj, dj. Les équations résul- 

tantes ne sont autres que celles que l'on obtiendrait en exprimant l'égalité 

/^ Y' /'-^ 
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Cl, en tenant compte de l'équation ( ^i) ci en remarquant que 

il vient pour ces équations 

Pour que ces (jualre écjuations soient vérifiées par des valeurs de «y, l/j, 
Cjy dj (jui ne soient pas toutes nulles, ce qui est nécessaire pour notre pro- 
blème, il faut que 

(H) e ' =i; 

donc il faut prendre e = i , si p est de la forme 4/1-1-3. On pourra prendre 
£ =-- ±: I , si/; est de la forme [\n-\-i. On voit facilement que la valeur de e 
rcîlalive au produit de deux substitutions est le produit des e relatifs à ces 
substitutions. Lorsque/; est de la forme 4^* + 3, il n'y a donc qu'une seule 
espèce de substitutions; mais, lorsque p est de la forme !\n -+- i, il y en a 
deux espèces, les substitutions correspondant à £ = -!- i, que nous pourrons 
a[)peler substitutions paires^ et les substitutions correspondant à e = — i , 
que nous nommerons substitutions impaires. Les substitutions paires for- 
ment un sous-fjroupe ; le produit de deux substitutions impaires est une 
substitution paire; le produit d'une substitution impaire par une substitu- 
tion paire est une substitution impaire. 

Les a^, p^k, Y^i, o^ devant être des nombres entiers, les équations (7) don- 
nent lieu, non seulement, comme nous l'avons vu, à 2/> — 2 équations, 
mais aussi à 2/> — 2 congruences par rapport à la norme de Ay considérée 
comme module. La tbéorie de ces congruences est parallèle à celle des 
é(|uations. 

L'équation (8) étant satisfaite, il n'en reste que 2p — 6 de distinctes. 

Les équations (7) étant satisfaites, des ip—i entiers a^^, ^y^, yy^, S/^, il 
n'en reste [)lus que (juatre arbitraires. Remarquons que le déterminant 
ajdj — bjCj est alors réel; car il ne change pas, lorsqu'on remplace/ par yP. 
Vax écrivant Técpiation (2), nous n'établissons donc plus qu'une seule rela- 
tion nouvelle entre ces entiers. Nos groupes contiennent donc trois entiers 
indépendants. Pour démontrer qu'ils sont discontinus, j'emploierai une 
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méthode qui a servi à M. Ilurwitz pour démontrer la discontinuité du groupe 
arithmétique (*). 

J'envisage d'une manière générale un groupe à coefficients réels 



az -+- b\ 



ad — ^c =r I , 



pour reconnaître s'il est continu ou discontinu; je considère pour plus de 
commodité le groupe isomorphe de substitutions linéaires homogènes à 
deux variables imaginaires x -h iy^ u -h w dont z est le quotient 



(9) 



p(^/'-^ i('')zi:c(j? -\-iy)-^d{u -hir)- 



Je désigne, suivant l'usage, par N© le conjugué d'un nombre complexe i\, et 
je considère une valeur de :; telle que le déterminant 



D=: 



X — iy u — iV 



ne soit pas nul, ou, ce qui revient au même, une valeur de z qui n'est pas 
réelle. Je puis décrire autour du point correspondant M un cercle de rayon 
fini C qui ne coupe, ni ne touche l'axe réel. Je dis qu'il n'existe qu'un 
nombre fini de substitutions d'un de nos groupes qui transforme le point M 

en un point intérieur à ce cercle. En effet, soit —7 — ^ un point intérieur 



u 



w 



à C. Si c'est un transformé de z, on a les équations (9). 
Je multiplie le déterminant D par le déterminant 



a h 

c d 






et, en tenant compte des équations (9), j'ai 



D=:ppoD' ou D — 



x'-\-iy' u' -^ U 
x' — iy' u' -h li 



:.,/ 



;.,/ 



et, en remplaçant p et p© P^^r leurs valeurs tirées de la première des équa- 



(>) Mathematische Annaien, t. XVIII, p. 533. 
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lions (9), on déduit de 

D 

PPo= ÎJ7' 

(10) (ax-h buy-h(ay-h bvy = {x'*-hy^) jrj; 

mais, si le point —, — ~- est intérieur au cercle C, la valeur absolue de 

— 7j 7^ reste supérieure à un certain nombre ; le premier membre de (10) 

étant une somme de deux carrés, il en résulte que la valeur absolue de cha- 
cune des deux quantités 

ax -h bu, ay -h bv 

ne peut dépasser un certain nombre : comme le déterminant 

X y 

U i' 

n'est autre que le déterminant D à un facteur près et, par suite, n'est pas nul, 
il en résulte une limitation analogue pour les valeurs absolues de a et de b. 
On arriverait de même à prouver que les valeurs absolues des coefficients c 
et rf sont limitées. 

a, ^, c, d sont dans nos groupes des fonctions linéaires et homogènes 
des quatre entiers que les 2/? — 2 équations (7) laissent seuls indépendants. 
En résolvant ces formules par rapport à ces quatre entiers, on verra que 
leurs valeurs absolues sont limitées, et, comme elles sont entières, il n'y 
aura qu'un nombre fini de substitutions qui puissent transformer M en un 
point intérieur au cercle C. Donc nos groupes sont discontinus (•). 

Remarquons que, si l'on veut que la substitution Sy soit rationnelle, 
auquel cas elle est indépendante dey, p ne peut prendre que les valeurs 5, 
7, i3, parce que les seules périodes que puisse posséder une substitution à 
coefficients entiers sont 2, 3, 4 ^l 6. 



(1) Une marche toute semblable peut servir à prouver qu'un groupe de substitutions 
linéaires homogènes entières de déterminant i à n variables est discontinu par rapport à 
n — I systèmes de valeurs de ces variables. 
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II. 

J'applique la théorie précédente à quelques exemples : 
i« Soit 

Posons 

! ' '^' [yi(y+yM-Hy,(y*+y')]5 + ô.(y-+-yM+o\(y«+y»)r 

i Q ,_L [««(y'+/)-H«,(y-hyM]^4-(3,(y«-i-y')+(3,(y+yM / 
^ ^""r' [y,(y*+/)-+-y.(y-t-yM]^-Hd.(y*4./)4-ô,(y*-i-y^)r 

D'ailleurs la transformée de la substitution Sy par 2 s'exprime par la 
relation 

_, [«i(y+yM4-a,(y«-^y»)](^-"^)-^(3.(y-i-y*)-i-;3,(y«-i-y') 
[yi(y-+-y^)+y.(y*+/')](=^Kô,(y+yM4-o%(y«4-/) , 



ou 



y_,ey L [3,(y ^y'M + Q%(/'+y')] ^ - y. (y -^y'M - y«(y'+yM ) 

'' (^'-[Pi(y-t-yM-H(3«(y«+/)]34-«,(y-i-y*)-i-«,(y«+/V)( 

et, en identifiant Sy et S"' Sy2, 
on déduit de ces relations 

£*=z I, £ =iit: i; 

de là les deux espèces de substitutions du groupe : 
Substitutions impaires 

i. [«i(y+yM+««(y'+y')]^ + ;3,(y+y^)4-(3,(y^H-y^) / 
)^'[Pi(y'-+-y)^-p«(y-^y*)]^-«i(/'-^/)-«.(y-+-y^)r 

avec la relation 

(12) a? -ha?- 3a,a,H-;3î-H;3?-3;3, 3,1=1. 

Nous représenterons cette substitution par 

(a„ a„ (3„ (3,). 
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Suhslilutions paires 

^'-[?i(/+y^)-^p«(y-^y*)]5-^«i(y* -♦-/)-+- a,(y^/*)i* 

Nous représenterons cette substitution par 

[«1, «î» Pi, Pî]» 
on a la relation 

(i3) «î-i-aî— 3aia,4-Pî-f-(3;i-3(3i(3, — — I. 

Je désignerai par G5 ce groupe, que nous étudierons de plus près dans la 
suite. 
!2" Soit 



p — o, 



-'-{'■ ^) 



de déterminant 3. 

En prenant une substitution S; sous la forme (i i), on a 

'yî = ±i( ai-+-Pi-+- yi— *i)» 

les signes correspondants devant être pris ensemble; pour que aj, P25 T25 ^2 
soient entiers, il faut et il suffit que a, , p< , y, , S< satisfassent à la congruencc 

unique 

«1 — Pi -»- yi — ^1 = o ( mod 3 ), 

et Ton a la relation 

l 3(«iô\-(3,y,)-i(4«î+Pî-M6yî + 4dî-2a,p,4-8a.y, 



Nous nommerons ce groupe G.^. 
3° Soit 



{'• m 



^ r' [y.(y+/)-t-y.(y'+y')-i-y.(y-i-y*)]=+5.(y+y')+di(y-t-y)+5.(y'+/) i' 
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on a 



= — Vi-HO,, 



«J 




•/>• 


(5. 




•/•' 


7t 




«1 


«s 




«1 






— t^i + yi — ôi, y-i= 



'h 



O3 



Pi, 
«1— Pi, 



cl, en (exprimant que le déterminant de la substitution est égal à 1, on a la 
relation 

Nous désignerons ce groupe par G^ et nous Tétudierons d'une manière 
approfondie. 
4" Soit 

6 6 

1 =2 «A (7" -+-7 -'')-+- 2 ?/'(/'-+->■')] 






on voit immédiatement que [3>i doit être divisible par 3; posons 



on a les relations 



(3/,= 3^;i, 



IV. 



+ «,-- 


Gai-+- 


21,3;— 6y,-h 70,, 


-^(3.— 


a,4- 


3?;- 7.4- o„ 


±7. 


i^a, - 


49|3', -h lîi/',— 14^1, 


+ o\- 


7«i 


21 5',-+- Gyi— Go,; 


a, = — 


20a, 4- 


84^',— t5-/,h-2I0j, 


P; - 


4ai-t- 


jG;3',- 37,4- 4^^, 


7> = 


** 


i47j3', 4- 25 y,— 35 d,. 


<î,- 


21 a, — 


84;3;4- i5y,— 2001; 


+ «5 - 


'>rjx^ 4- i26;3', — i8yi -i- 28 ôi, 


^ p; - - 


Ga,-+- 


^7?<— 4yi4- 6Ô„ 


±y.- 


42a, 


i96;3', 4-27y, — 42d„ 


+ Ô,- 


28a, — 


i26|3', 4- i8yi--27d, ; 


Fac. de T. 







p. -2 



P.IO X- STOITF. 

Xk'=^ — 20 3t, -H lo5^\ — 12-/1 -r- ^''î|> 

r^i = — oa,-i- 20.^,— 3y,-+- D^„ 
y, = aSat,- 1473; ^ i6y,-28a„ 
«Jj = ai3t| — io53', -+- lay, — ao«î,; 

±a, = — 63t,-r 4î?'.— 3y,-+- 7-5,, 

Zt^'^zn- 23t,H- 12 3',— /, -H 2^,, 

^7î= 7«i— 49i5',H- 3/1— 70,, 
dia, = 73t,— i-îâ'i-H 3/,— 60,. 

1" Supposons le nombre premier p quelconque; soienl y et y deux 
racines primitives distinctes de Féquation binôme, Mj et Mjr deux nombrils 
complexes n*els formés de la même façon, Tun avec la racine y, l'autre 
a\ec la racine^. 

On pourra prendre |)OurSy 

(;'• iij' V' ■ 

rar il est clair qu'alors la relation ( '1) est satisfaite. 

l'arexeriipic, poiir/> = 17, on pourra utiliser la substitution 

cil prenant z = i. 

III. 

L'intérêt de nos groupes serait beaucoup diminué s'ils pouvaient se 
ramener à des p^roupesà coefficients entiers. Je vais faire voir qu'ils ne s'y 
ramènent que partiellement. 

TiiKORÈMi: I. — Si les coefficients d^un groupe (i et ceux de son trans- 
formé (i, par une substitution S ne contiennent que certaines irration- 
nalités (II, 11', II", . . .), on peut toujours ramener la substitution S à ne 
contenir que ces irrationnalités. 

Nous pouvons supposer que le groupe G contient au moins deux substi- 
tutions (jui no sont pas de période 2 et qui ne sont pas puissances Tune de 
l'autre. I^]n(îffet, cette circonstance se présente dans tous les groupes fuch- 
sicns qui offrent ({uel({ue intérêt. Soient 
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CCS substitutions, et 

s. U"J^±±^\ s; U^A^l) 

leurs transformées parla substitution 2, qui appartiennent à G,. On a 

amq '\' bpq —cmn — dpn:=lai^ 

bj* -\-(a — d)nq — c/i' =^^|, 

(17) { 

cm* -\-(a — a) mp — hp^ =Ac,, 

cmn -h dniq — anp — bpq =; ).^,, 

et (juatre autres équations analogues exprimant la relation qui existe entre 
S' et S',. De la première et de la quatrième des équations (17), en tenant 
compte de la troisième de ces équations, je tire 

ad^ — da, b(a ^-^d^) 
n zrz m 7- h p -j- — 1 

c(rt, -hr/, ) ddi — aai 

^ - '^ (a-^d)c, "^^ (a-hd)c,' 

mais Ton aurait de même, en considérant S et S'^, 

_ a'd\ — d'a\ b'{a\-^d\) 

(18) < 

c'(rt', -+-^1) d' d\ — a' a\ 
q ^^ fn - — -. ., . -I- p - — , ,, , • 

Ou déduit de ces quatre équations homogènes des (juantités proportion- 
nielles à m^ /i, /?, q et fonctions rationnelles des coefficienls des quatre sub- 
stitutions S, S,, S', S',. 

On peut prendre ces quantités elles-mêmes pour m, //, /;, y, car /;/, //, 
/j, q ne sont évidemment déterminées qu'à un facteur près, C(M|ui démontre 
l(» théorème. 

En particulier, si l'un des groupes esta coefficients entiers, et si l'autre 
contient seulement les irrationnalitésy^-f-y ^, il existera une substitution 
transformante dont les coefficients ne contiendront que ces irrationnalités. 

Théorème II. — Pour qu'un groupe formé avec une racine p^^'"^ de 
l'uni lé (d'après le procédé indiqué dans le % \) et une substitution 2y 
puisse être transformé en un groupe à coejfficients entiers j il faut et il 
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suffit qu'il existe une substitution Uy ne contenant que les irrationnalités 
j'' -hj'^ et telle que 

('9) U,e=U;I;; 

la condition est nécessaire : supposons qu'un de nos groupes soit le trans- 
formé d'un groupe à coefficients entiers par une substitution; cette substi- 
tution ne contiendra, d'après le théorème précédent, cpie les irrationna- 
lités y^-f-y~^; représentons-la par Uy, Sy désignant une quelconcpie des 
substitutions de notre groupe, T la substitution correspondante du groupe 
à coefficients entiers, nous aurons 

Sy=Uy»TU,, 

d'où 

mais 

donc 

i;«Uy*TLyVy^U7/TL>, 

l>v^'Uy'ïlyiyU,V = T. 

Ainsi la substitution UySyU"/ ne devrait altérer, en la transformant, aucune 
des substitutions du groupe à coefficients entiers : c'est donc la substitution 
identique. 

La condition est suffisante; je suppose qu'il existe une substitution Uy 
satisfaisant à la relation (h)). Je considère la substitution Ty= UySyL'"'; 
si l'on y change y eny'p, elle devient 

OU, d'après les relations (.^) et (19), 

Jy?_Lly^y.^y rSj^j.^j Ly — Uy^y^Jy_,, 

donc la substitution Ty ne change pas quand on change dans ses coefficients 
y eny'p; donc elle a ses coefficients entiers, ou du moins on peut les rendre 
entiers en les multipliant par un facteur convenable. 

T11ÉORÈ.MK Hf. — Soit 
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une substitution à coefficients entiers et à déterminant positif A, dont la 
période est paire et égale à in \ et si l'on considère la substitution ho- 
mogène correspondante à deux variables 



X, nijr 4- n y 



l'application de la substitution 2', répétée in fois, au système Xj y 
donne la. substitution 

V/5/1 / 

oh le multiplicateur de x et de y est négatif. 

Faisons d\ibord une remarque essentielle. 

Etant donnée une substitution 2 de période //2, il est clair que la substitu- 
tion homojjène 2' correspondante répétée m fois reproduira x gV y affectés 



m 



d'un certain multiplicateur K égal en valeur absolue à A% puissance de A 
dont Texposant est entier si m est pair, et fractionnaire si m est impair. La 
substitution 2 ne détermine pas complètement la substitution 2'; car on 
peut, sans changer 2, multiplier tous ses termes par un même nombre po- 
sitif ou négatif, ce qui altère 2'. Voici en quoi consiste notre observation : 
le signe du multiplicateur K est une propriété de la substitution frac- 
tionnaire 2, si m est pair, et n'en est pas une, si m est impair. En effet, 
dans le premier cas, le multiplicateur K contient les coefficients de 2 à une 
puissance paire, et, par suite, conserve le même signe quand on multiplie 
tous ces coefficients par un même nombre de signe quelconque; dans le 
second cas, il les contient à une puissance impaire et change de signe 
lorsque ce nombre est négatif. Notre théorème a précisément pour objet 
de déterminer le signe de K lorsque ce signe est invariable. On étudie la 
périodicité des substitutions par le procédé suivant, qui est classique. 
(Cherchons une forme linéaire en x et y^ \x -+- \ky telle que la substitu- 
tion 2' la reproduise multipliée par un facteur 

d'où 

{m — w)X -f-fx/? ^o, 

ûj'— (m-|-^)û)4-A:=0. 



I\fi X. STOCff. 



O'U/' f-nnHiutu H f'.u ;r/rnéral rjr^ijv racine^ distinctes, 'i*. cm' = -. qui four- 

'*» ■ 

fn«4W'rit rj^rijx fotiWT* liri^-air^** /.x^av=i/, /.'x — a'i'= ir'. On jjeut 
\frf'w\rf: a^ foTUWi** \ffmT nouv^rllc* varialilcs et remplacer la «uiistitution Z 
parla «ul^^titution 



//, </v> 






Pour i\w: la «ulf^titution fractionnaire! qui corre>[Kind â H' ail [Hiur |m>- 
ruAt'. 'in^ il faut que la [>iji><>ance 2/1 de —, soit égale â i el que ce soit la 
jilij** |H'lit^' |iiiis«<ance de cette quantité qui «oit égale à 1 






,^,i« t=: A«* : 



done, % dé<«ignant ijn«r vhc'xïk*. priniilUc de ré(|uation hiiiôiiie 

'*>=±:vAa, '*>' z= ±: ^ A a" % 

la 'j//'""* puissance de X' multipliera £/et i-' et, par suite, .r el ^' par a>-" el 
par o/''*. Mais les racin^'s primitives de Féquation (20^ et, en particuli*^r, a 
r\ or* sont racines de Térpiation 

donc 

rr qui déinr)nln' le lliéorrrn*;. 

Il ne parait pîis exister de théorème grnrra/ diuxlofi^iu* (piand 011 prend 
pour 1^ une sulistitulion irrationnelle. 

'riil^:oitiP:MK l\ , Lr.s f^^roiijH's fuchsiens formés d'après le procédé du 
)î I , cfi prcfiofit pour ly uuf Hubslilulion à cocjfficicnls rnticrs à déternii- 
liant positifs pruK'rnt étrr. transformés (m fi^roupcs à cocf/icù'nts rnticrs 
f/uand p rst dr In fornir \n -\- 'i, et ne poAivent pas Vétre quand p est de 
la fortnr \ n 4. r . 



Soil 



y / //I c -h n \ 
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2 

miner une substitution 



de période et de déterminant A; il faut chercher si l'on peut déter- 






ne contenant que les irrationnalitésy^ -^ j'^j ^t telle que 
On a ainsi 

Sj9—Kj(nrj -hqsj), 

(21) { 

/y? —¥.j{nitj-\-pUj), 

Up—Kj{ntj -hquj); 

chacune des équations (21) équivaut à ^^ équations rationnelles; on a 

donc en tout ip — 2 équations, autant que les coefficients de la substitu- 
tion Uy contiennent d'entiers inconnus. En changeant dans les équa- 

lions (21) j enyP, ^^ fois, puis en éliminant /y*, ^y?*, /y?*, i/y?*, 

A — I» 2, . . . , I 

entre ces équations, nous trouverons pour p — f\n -+- 3, et en prenant K 
rationnel. 



S/i + l 



in + i 



Ces équations ne contiennent pas d'autres irrationnelles quey^ -^j^^y car on 
voit facilement que À doit être carré parfait : donc on pourra toujours 
trouver une valeur de K rationnelle et telle que 



1/I4-I 



(22) itzK*"-^»! « —I, 

et alors ces quatre équations deviennent identiques. Les 2p — 2 équations 
rationnelles contenues dans les équations complexes (ui) se réduisent 
seulement à 2/? — G distinctes. On voit donc qu'il existe une infinité des 
substitutions Uy cherchées; ces substitutions contiendront quatre entiers 



Errata, — A la page précédente, 4* ligne en remontant, au lieu de ne peuvent pas i^étre, 
lire : ne peuvent pas toujours l'être. 
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arbitraires, ceux-ci une fois choisis, les autres seront déterminés par les 
équations (21). 

Soit/> = f\n 4- I : les parenthèses qui figurent dans les seconds membres 
des équations (21) ne sont autres que les résultats obtenus en appliquant 
la substitution homogène 

Xy m X -f- py 
7, nx^qy 



( 



au système x = /y, y = Sj et au système x = Ij^ y = Uj. Donc d'après le 
théorème II, nous aurons 

/V=~ A'^/ylIKyS 
Sj =1— A" .ÇylIKyl, 

tj—^^'' tjUKji, 

en prenant Kj rationnel, on serait conduit à poser 

(26) K--"A« — I, 

» • 

/ 

cette valeur de K contenant une nouvelle irrationnalité ne convient pas. En 
prenant K^ irrationnel, il faut que A~" puisse être représenté par la norme 
d'un nomtre abélien K^. 

Corollaires, — 1° Le groupe G^ est le transfor-mé d'un groupe à coeffi- 
cients entiers. 

2" Les groupes formés avec une racine 5'^"* de l'unité et une substitution 
transformante rationnelle 2 ne sont réductibles à des coefficients entiers que 
si le déterminant de 2 est de la forme x^ — Zxy -hy^. 

Remarque I. — Si l'on prend dans le cas de p --= 4 /^ -f- 3 pour K un quel- 
conque des nombres irrationnels satisfaisant à l'équation (^^2) et dans le cas 
de/? = 4^-1-3 un nombre irrationnel satisfaisant à (23), on pourra en dé- 
duire des substitutions Uy telles que, à la vérité, le groupe transformé du 
primitif par Uj* contienne encore l'irralionnalité de K, mais ne contienne 
phis les irrationnalités de l'équation binôme de degré/? ('). 

Remarque II, — Une marche analogue permet de reconnaître si ceux 
de nos groupes qui ne se ramènent pas à des groupes à coefficients entiers 



(*) (îoci iiioiilre Itî rapport cnlre les jjroiipcs dont il est question ici et ceux découvert"^ 
par M. Hiaiiclii : Geornetrischc Ihtrsti'llun^ der Gruppen Unearer Substitutionen mit 
f^anzen compleren CocJ/irienfen ( Mat/tematisr/te Anna/en, 1891), que j'ai pu utiliser vn 
uclievanl ce Mémoire. M. Itianclii prend pour point de dépari la théorie de«5 j^roupe- 
kleinéeii'». 
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sont des transformés les uns des autres ou ont des sous-groupes qui soient 
les transformés les uns des autres. 

Je vais, par exemple, comparer les groupes G5 et G'^. Il faut voir si une 
substitution Sy du premier est une transformée d'une substitution Ty du 
second par une substitution Uy. Cette substitution peut être ramenée à ne 
contenir que les irrationnalités des deux groupes, c'est-à-dire y -4- y* et 
y^-f-y'. Soient 



— z — I 



on aurait 

(24) Sy^Uj^TyUy,- 



d'où 



Sy.= LVTy.Uy.; 



or 



Sy.=:2-»Sy2, Ty3=Z-«TyZ, 

et, en tenant compte de (24), 

2-'U7»TyU/2= U7JZ-»TyZUyS 

d'où Ton déduit 

Uy.= Z-»Uy2. 

On voit facilement que la transformation est impossible parce que, pour 
la réaliser, on serait conduit à introduire dans les coefficients de IJy Tirra- 

lionnalité \/3. 

IV. 

Je me propose d'étudier plus particulièrement le groupe G5. Les substi- 
tutions impaires de ce groupe ont pour invariant (a, — cc^) yS. Il n'y en a 
donc pas de paraboliques et elles ne peuvent présenter que la période 2. 
Les substitutions paires ont pour invariant — (a, -+- a^). Or l'équation (i3) 

peut s'écrire 

(a,-+-a,)'-h({3i4-{3,)' = — i-t-5a,a,4-5p,p„ 

d'où 

({3,4- {3,)«=-(«, -+-«,)'-! (mod5). 

On pourra donner à a, -f- a^ les valeurs o et 2, car le second membre prend 
alors les valeurs — i et — 5 qui sont restes quadratiques de 5; mais a, -f- aa 

IV. ~ Fac. de r, P . 3 
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iMf |Kiijrrd pas jircfKJrr? la valeur i. car alors le second membre devient é}ral 
â — 2. Or — 2 n'e>l pas reste quadratique de 5. Ainsi G^ «^ coniié^ni pojf 
///' su/jJfiiiuliortJf de période 3. 

I>a formation de substitutions de G. revient à la recherche de nomhn-s 
entiers satisfaisant aux équations ^12^ et (iZ). Voici un Tableau contenant 
quelques-unes de ces substitutions et qui [x^urra être utile dans les calculs 
r^'latifs â fi; : 

[o, o, I, i], (o, o, I, o), ( I, 3, o, ou 
[o, o, I, 2], [o, o, 2, 5], (o, o, 3, 8 I, 

(1,-1,2,4), [2, 6,2,3], ^2,4,1,-1), 

(3, —3,6, 8), (2, —2, 4,5), 

Pour la coni[K>sition des substitutions, on se servira des formuK^s 

' ^1» ^ff .-'I» yt) ' ^1» ^2» .-'l» .-'1) 

— (a,— a,)ra, — a, >^(.^| — 3,)(.^, — y, )— a,a, -- .i,.^,, 

— <x,— Xt)(x, -aj-ri,— .i,>(.3, — i,;— a,«,— ^,^,, 

-< a,- a,)r.3',- 3;, -(ji,- ?.)(*', - a. )- a,.3; + ?, a, ]: 

/ ,^ « ^ ^ i r — ' —' -S' '5' 'I 
• *i. «I. r*!» r'>H''i» *«• Hi» r's I 

- (a,- a,H«', - «;;-( 3.- ?,)(?; - ^; > - »t»\ + ,5..3„ 
(se,- «.)(;3', - p\,-i-(P,-p,)(x\-x,)-x,p\ + ?,a', ): 

I ^ /. '*. ". 1/ V /«' 'î' 1' 1 

-.; |_(a, - «,)(«', - «;)-(?, - ?,)(?', - .3'.)- «, a, + p,p\. 

— fa,- «,)(«'. - a',) -(^, _ ;3,)(?', - .5;)- a,a; + ^,?;, 
-ra,- a,)r;i', - ?;> - (?,- ?.)(a', - «',)-«,?', + p,=t„ 

-fa,- a,)(;J',-^,)-(;3,- ?,)(«', -«'.)-«i?;+?i«',J: 
|-(a,-a,)(«',-«;)-(?.-;3,)(?',-;3',)-a,a', + ?,;â.. 
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Considérons les trois substitutions de période a 

A[ o, o, I, i], (z, — - j, 

B( o, o, 1,0), [^,^-^[^^^]; 

On trouve que 

cBA--.[3,o,3,3], L ;^^'V\:-^-^f-^>; i 

est une substitution parabolique. Les trois substitutions A, B, C définissent 
un polygone fuchsien. Le polygone sera un triangle ayant ses trois angles 
nuls et dont les demi-côtés sont conjugués par les substitutions A, B, C. 
I^es sommets du triangle sont les points 



ou en posant 




J/1C 

j e^ , 

v/5 — 1 
> 






v/5 H- 1 


— V^5-hi 



3 2 



les milieux des côtés sont les points 



. ,^j^j.^^ -(.-^oc + v'-^V-) 



ou 



ly l- 



2 D 



Les procédés ordinaires pour reconnaître si un polygone fuchsien peut 
être décomposé en polygones plus petits permettent de reconnaître que ce 
polygone ne peut être décomposé en d'autres ne contenant que des cycles 
de période 2 ou oc. C'est donc un polygone générateur de G5, et Ton pourra 
prendre A, B, C comme système de substitutions fondamentales. 

D'après la remarque I (§ III), on peut donner au groupe (15 une forme 
fort utile. Nous cherchons une substitution Uy telle que 



Uy.^Uyl, 2^^;;, --i^ 



^^ ^^tofnt 



*- _ • --' 



-!.' — ♦ -^ 



'*0i r tv tr »» jK ^*f;a 1^**1* 



^ ::-- ^2. r ::. 



» 



fc > • 



^Vvn«« ^M^vu» 5#.4Ui» ^nuuHr t»»^ «uutfiDmiia» ^ ^a gryianr: 



^ * » 






^M V v\*> * . wu* .* vaufté^rm**?^ î#*: a -«u:fr.j:nnji:-a 



^' *■ iK^- .*^ ■.► .^» — 















>•> >-.#^^— z. ^— ^— S— * IX. — X • 

TiirïA #>^, ft//fM ;*'>^/fi^ 

i I ' I' € I' î — r r^: 
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Pour avoir l'équation du nouveau cercle fondamental, on posera 
et Ton éliminera z entre ces deux équations, ce qui donne 

2 5' ^0 -h 3 ( 5' 4- ^'o ) 4- 2 = O, 

ou, en revenant aux coordonnées cartésiennes, 

j?'»-hy 4- 3^/4- 1 = 0. 

Remarquons que le groupe sous sa nouvelle forme est permutable avec la 
substitution (^, z^). L'équation fuchsienne correspondante peut donc être 
ramenée à avoir des coefficients réels. 

Le groupe G5 et les groupes analogues partagent avec le groupe arithmé- 
tique une propriété très remarquable et très importante : ils sont commen- 
surablcs avec une infinité de leurs transformés ('). En efiet, formons une 

substitution 

(«i» «1» ?i, 13,) ou [a», «„ Pi, {3,], 

où les a,, a^, p,, ^a seront des entiers, mais que nous n'assujettirons pas 
aux équations (12), respectivement (i3). Une pareille substitution trans- 
formera G5 en un groupe du même cercle fondamental, dont les substitutions 
auront, en général, pour déterminant le carré du déterminant de la substitu- 
tion transformante et, à cela près, présenteront le même aspect que les 
substitutions de G5. Moyennant certaines congruences, on pourra rendre 
les coefficients de ces substitutions divisibles par le déterminant de la trans- 
formante, et l'on obtiendra un sous-groupe commun à G5 et à son trans- 
formé d'indice fini dans les deux groupes. 

V. 

Une substitution du groupe G^ est déterminée par les valeurs des quatre 
entiers a,, p,, y,, S,. Nous la représenterons par 

S:(a,,p„yi, 3i). 



(*) Voir, sur la notion des groupes commensurables entre eux, Les fonctions fuch- 
siennes et V Arithmétique, 
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Soit une autre substitution S' de ce groupe 

S':(a',p;,y;,d;). 

La substitution SS' est donnée parla formule 

SS':[a,(-3a; — 2/i-h2(î',) 

4-i3,(2«;^2/,-3d;)4-y,(2«;-23;-2â',) + ô,(2;3;-2y;), 

a,(2(3;4-2y;) 

^ (3,(- 2a; - 2y', + 2.5;) + /, (- 3«; 4- 2(3; 4- 2^;) h- â^- 2;^; - s/,), 
ai(— 2a;4-2;3;-+-2<î;) 
4-(3,(-2^;-2y;)-f-7i(-2a;-{3;-2y;-^2d;)4-a,(2«;-2(3;-3ô;)]. 

L'invariant de ces substitutions étant entier et le déterminant étant égal à i, 
ces substitutions ne peuvent présenter que les périodes 2, 3, oo . 

Substitutions do période 2. — En posant a, 4- 0, = o dans la rela- 
tion (16), on obtient l'équation 

9 aj 4- 4 a, (y, - (3, ) 4- 2 ( Pî -^ yî ) 4- 3 (3, 7, 4- I = o, 

et, en tirant la valeur de a,, 



^ _ -2(y,^{3,)±v/-9-7(|3,4-2y,)(y,4-2 i3,) , 

or, quelles que soient les valeurs que Ton mette à la place de p, et de Yi, 
a, n'est jamais rationnel, parce que — 9 n'est pas reste quadratique de 7. 
Donc le groupe ne contient pas de substitutions de période 2. 

Substitutions de période 'i, — La relation (iG) donne, pour 0, = i — a, , 



«I 



ç)4-4;^i-4y.±\/-27-28(;3,4-2y,)(y,4-2;3,) 

18 



Lorsque la quantité placée sous le radical sera carré parfait, ce sera le 
carré d'un multiple de 7 liz i . En s'appuyant sur cette remarque pour cber- 
cher des substitutions de période 3, on trouve, par exemple, 

(o, — I, I, i), (3, 5, —3, — 2). 



SUR CERTAINS GROUPES FUCIISIENS. V.'lZ 

Substitutions paraboliques. — On a 

„ _ 9 + a(3.-ay,±v/— 7(;5,+2y,)(y,-4-"^) • 
«._ , 

on posera 
rt on aura 

2 (♦ — 2 11 dz Jn uv 
ai = IH 2^-^ 

9 

On trouve ainsi facilement des substitutions paraboliques, tlxemples : 

(3, 6, —3, — i), (—1, — 6,-3, 3), 
(2,3,-5, o), (—1,-10, 6,3). 

Polygone générateur du groupe. — Le calcul montre (jue le produit de 
substitutions 

(o, —I, 1, i), (o, — 3, 3, i), (o, 3, — 5, — 2), 

dont les deux premières sont de période 3 et la troisième est parabolique, 
est une substitution parabolique (3, 3, — 6, — i). Ces trois substitutions 
conjuguent les côtés d'un polygone fuchsien de genre o et ayant six côtés, 
deux conjugués par (o, — i, i, i), deux par (o, — 3, 3, i), deux par 
(o, 3, — 5, — 2; trois des sommets forment chacun un cycle. Ce polygone 
est le polygone générateur du groupe, car il est impossible de le décom- 
poser en polygones générateurs plus petits, en tenant compte de ce que le 
groupe ne contient pas de substitutions de période 2, et que les deux sub- 
stitutions paraboliques (o, 3, — 5, — 2), (3, 3, — 6, — i) ne sont les 

carrés d'aucune substitution. Il a pour aire non euclidienne -5-- Les trois 

substitutions ci-dessus forment donc un système de substitutions généra- 
trices. 

Forme rationnelle de G^. — En cherchant une substitution Uy satis- 
faisant à la relation (19), pour p = 2, on trouve 

u^). ( H- fx.(/4-/)-x.(/»^r)-(fx.- >..)(/+/») ( f. 
' ' -^Pi(y+/)-v,(/-H/)-(p.-v,)(yH-/^)j 
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h' i\*'ifiïiuiuHUl ih: \lj e«l 

\ou» clioL^iron» la plus «irnplc possible des substitutions L'y en posant 

Aprê» avoir transformé f^ar Uj* la substitution générale du groupe G^ 
< § JI;, on trouve, après avoir divisé par 7 tous les coefficients, 

ilont le déUfmiinant est i. Notre groupe UyG- U^* est donc un sous-groupe 
du groufK? arithmétique. Soit 






mq — np^i 



une substitution de ce dernier groupe: nous allons chercher à quelles con- 
ditions de congruence doivent satisfaire m^ n^p^ q pour que, en identifiant 
les deux substitutions, on trouve pour a,, ^,, Ym ^i des valeurs entières. 
On a 



^1 — I 



/5 

l-'l — 



yi = 



m — 3/1 -r- 5/? — 7 

> 

j 
— 4 'w H- 5/1 — ^p -\- (\q 



7 

61 — , 

J 

Les numérateurs ne sont autres (mod 7) que la forme linéaire 

m — 3n -^-bp — q 

multipliée Onod 7) par — 2, — 4, — 5. Il faut donc et il suffit que celte forme 
linéaire soit congrue à o (mod 7). Ainsi notre groupe Uy G^ Uj* est le groupe 

(A) l^f—- )' //i — 3/14-5/? — 7=10 (mod 7), 

n\p — nq zizi, 

(Cherchons combien on obtiendra de groupes diflerents en transformant 
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UyGyUj* par les substitutions du groupe aritlunéti^pie. Il y eu aura autant 
que des substitutions — , u.z — vo ~ i , donnant, par une Iransforniation 

de (.:?, — ^ )» des congruences résultant de (A) et distinctes. Or A de- 
vient 

m(/jL7r— 3v7r — 5/jlv-+- vp)-f- w(— 3p'-h -^np — 5;:*) 

4- /> ( 3 V* — 2 |JLV H- 5 fJL* ) 

-l-^( — vp -h 3 VTT 4- 5 fjLv — v7r)^o (inod 7). 

Les multiplicateurs de m, //, />, ^ ne sont autres que les coefficients d'une 
transformée de la substitution 

(mod 7). 



— 5-3 — I 



Il y aura donc autant de groupes que de transformées distinctes de cette 
substitution (mod 7). Or elle est de période 2 et a pour déterminant 7. Elle 
est donc caractérisée complètement par l'équation de ses points doubles 

(5j h- i)*= o (mod 7), 

et donnera lieu à autant de transformées distinctes (mod 7) qu'il y a de 
formes linéaires distinctes (mod 7). Or on sait qu'il y en a 8 qui s'annulent 
pour o, =t I, zh 2, =h 3, 00, l'ao étant rimaginaire de (ialois ( *). 



(*) Comparer Klein, Gleichungen siebenten und achten Grades {Maf/ie/natisc/ie An- 
nalen, t. XV, p. 2G9 et suivantes). — Klkix, Zur Théorie der cUiplischen Modulfiinc- 
tionen {Mathematische Annaferij t. XVIÏ). Le jjroupe G7 ost un «ri'oupe ù cunjiruences île 
septième rang. 
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Préliminaires. 



1 . Dans les Ouvrages classiques, les propriétés si utiles et si curieuses tics 
fonctions cxponenticlies et logarithmit[ues se trouvent tJisséminées comme 
au hasard et démontrées par des moyens fort disparates gui comprcimenl. 
essentiellement des emprunts à la Géométrie du cercle. Une pareille mé- 
lliodc manque évidemment d'unité et de netteté (de rigueur même en bien 
des points); de plus, elle a le défaut de dissimuler complètement la filiation 
naturelle de ces premières transcendantes, ainsi que leur ressemblance avec 
relies d'ordres plus élevés. 

C'est pour éviter ces inconvénients, selon moi très graves dans une matière 
presque élémentaire, que, depuis bien longtemps, je me suis décidé, aussi 
bien dans mon Cours que dans mon Nouveau précis d'Analyse infinité- 
simale (1872), à rassembler les propriétés fondamentales de ces fondions, 
celles aussi des fonctions circulaires qui leur touchent de si près, dans une 
étude monographique spéciale dégagée de toute considération géométrique. 
Aujourd'hui je reviens sur la même question, pour la séparer plus complè- 
tement de ce qui concerne les fonctions circulaires et la traiter à nouveau, 
toujours dans le même esprit, mais d'une manière plus simple et encore plus 
conforme aux procédés généraux d'investigation que, depuis Cauchy el 
Ahel, on emploie avec tant de succès, dans la théorie des transcendantes à 
dérivées algébriques. 

IV - Fae. de T. Q.I 
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Les avantages sérieux que je trouve à cette méthode me l'ont fait adop- 
ter définitivement pour mon enseignement. 

2. Je supposerai connus les principes essentiels de la théorie des fondions 
tels que, depuis longtemps, dans l'Ouvrage cité, dans d'autres publications 
et dans mes Leçons, je lésai assis sur les propriétés générales des séries en- 
tières, dont, au surplus, ils ne différent pas à mes yeux. J'en ai rappelé quel- 
ques-uns au commencement de mon récent Mémoire sur les radicaux (•), 
auquel j'aurai quelquefois ici à renvoyer le lecteur par des numéros précé- 
dés de la lettre U. Les plus importants des autres sont ceux dont je vais re- 
produire les énoncés. 

L Quand f (x^ y, . . .), /, (x, y^ . . .), /^ (x, y, . . .) sont localement olo- 
tropes (R. 4, IV), 1rs identités 

subsistent dans toute V étendue des cheminements praticables^ si elles ont 
lieu seulement pour les premiers développements de ces diverses fonc^ 
tions. 

II. Toute détermination deVintéf^rale indéfinie j f(x)dx est locale^ 

ment olotrope dans les mêmes limites et avec le même olomètre exacte^ 
ment que la fonction intéfi^rée f{x). 

III. La fonction f\\) (x^ y ^ . . .), V(.>c, y^ ..•)?• • •] (composée de la com- 
posante f(u, Vj . , .) et des fonctions simples U(x', y^ . . .), V(a?, y, ...),... 
est localement olotrope aussi longtemps que toutes les fonctions données 
le sont elles-mêmes. 

IV. Sif(x^ u) est olotrope en x = x'o, u = Wq, l'équation différée nt telle 

du 

admet une intégrale unique ^(x) olotrope en x^ et s'y réduisant à Uq . Cette 
intégrale reste locaUfment olotrope, tant que la t^aleur de Xj et aussi la 



(*) Théorie des radicaux fondée exclusivement sur les propriétés générales des sé- 
ries entières {Revue bourguignonne de r Enseignement supérieur, t. I, 1891). 
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sienne propre correspondante u = \j(x)y restent renfermées dans les li- 
mites ou la fonction de deux variables f{x^ u)est elle-même olotrope. 

V. Si F (or, w) est olotrope en x^^ Uq et si l'on a numériquement 

F(^o» «o) = o> avec F^®'*^ (o-o, lio) non = o, 

l'équation finie 

F(x, u) =zo 

admet pour seule racine tendant vers w©? ^^ même temps que x versx^^ 
l'intégrale Y(x) de l'équation différentielle 

du _ Ft^<>)(x, u) 
dx~ F^^'Hx, u)' 

complétée par la condition initiale 

Uz=iU^ pour X:=zx^ (IV). 

La fonction implicite ainsi définie est localement olotrope aussi long- 
temps que la valeur de x et la sienne propre correspondante u = T(a;) 
demeurent renfermées dans les limites ou la fonction de deux variables 
F(x, u) est elle-même olotrope et où l'on n'a jamais F^^'*^(a?, u) = o. 

VI. En appelant f(^u) une fonction d'une seule variable^ olotrope dans 
toute l'étendue du plan ou u se note graphiquement y puis 

(I) b', b% ... 

les zéros que f\x) peut posséder, puis 

û'-/(b'), û'=/(b"), ... 

les valeurs correspondantes de f(^u\ puis Uq et 

une valeur quelconque de u n'appartenant pas à la suite (i) et la valeur 
correspondante de f(u)j puis enfin X une constante quelconque, l'équa- 
tion numérique 

/(") = X 

n'a pas d'autres racines que les termes de la suite (i) satisfaisant par 
hasarda cette équation, et les valeurs acquises au bout de tous les chemins 
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4. Quand réquation caractéristique (4) est du premier degré seulement 
par rapport à y, cette fonction implicite se réduit à quelque fonction ration- 
nelle de 07, la fonction composée F(a;, y) également et l'intégrale (3) à 



(5) f¥{a:)djc:, 



où F(x) n'est plus qu'une fraction rationnelle. 

Une décomposition convenable de F(x) fournit, comme on le sait, des 
monômes entiers de la forme 

et des fractions simples de la forme 

A tous les premiers, correspondent dans l'intégrale (5) calculée par dé- 
composition les termes similaires 



m -hi 



à celles des dernières où (iinon = i, correspondront encore les fractions 
simples 

— ^ — (^ — a)-i^*. 
Mais, si la décomposition de F(x) a donné des termes effectifs en 

ils introduiront dans l'intégrale (5) une partie linéaire et homogène par 
rapport à des intégrales indéfinies telles que 



(6) 



J X— (X 



dont jusqu'ici la nature propre est pour nous entièrement inconnue. 
En posant 

(7) W(a>)=f^, 

l'intégrale (G) est W(x — a), quelle que soit la constante a. 
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lement 

le développement dont il s'agit est 

(9) "="'-^-;— — -.[-^r)-^---^—i^[-ir)-^--- 



Nous récrirons quelquefois 



(10) u =z //,H- ). ( I -H ^ -' I) 



Xi 



en posant pour abréger 

(II) X(I4_^)^_ _ _ _+.__..., 

série entière en / dont le rayon de convergence maximum est i et dont Té- 
tude directe ramènerait par une autre voie (R. 8, IH) aux conclusions ci- 
dessus (I). 

III. De ce que les quantités positives -» -, ^ >•••>—>•• • décroissent sans 

cesse et infiniment, on conclut (R. 5, I) que la série (i i), de rayon de con- 
iergence maximum = ijCst encore con^^ergente pour toute valeur de t 
qui a I pour module^ sans être = ~ i . 

Il en résulte que la formule (9) est encore valable pour toutes les va- 
leurs de x situées sur la circonférence de centre Xi et de rayon =■ mod Xij 
à V exception de la valeur x = o. Car la série est convergente comme on 
vient de le voir, partant continue, en vertu d'un théorème spécial d'Aboi, 
et le logarithme aussi, puisqu'il est olotrope. 

Les séries (11) (9) sont divergentes, la première pour/ = — i , la seconde 
par suite pour x = 0. Cette valeur de x n'est donc jamais accessible au 
cheminement et nous l'excluons absolument de nos calculs, comme aussi 
fout développement fait autrement que sous la condition de rigueur 

mod {x — Xi) < modxi. 

Pour le tracé des chemins praticables au cheminement, nous retombons 
donc exactement sur les règles concernant la fonction ^(m, x) (R. 17). 

IV. Comme en x^ = i on prend Uq = o, l'emploi répété de la formule (10) 
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donne, au bout d'un chemin quelconque, 

V. Si les quantités 

forment une progression géométrique de raison q^ les valeurs corres- 
pondantes de l(x) sont les termes d'une progression arithmétique de rai- 
son X(i 4- y — i). 

Car les égalités supposées 

^i ^i-*-\ 

donnent 



= . . .=:^ — I 



d'où (II) 

. , ,z=z Ui — W,_, z=z Ui^x — ///=-... = ).(l 4-7 — l). 

VI. Nous noterons enfin une relation très intéressante entre le logarithme 
et la fonction ^ (m, x) étudiée dans mon Mémoire sur les radicaux. L'expres- 
sion de cette dernière (R. 17), 



(i3) ^{m,x) — ^{m, iH __2j... 9(m,n —^ — -M 9! m, 14- 



X — u 



X, 



combinée avec les propriétés spéciales de la série ç (m, i -f- /) (R.H), montre 
immédiatement qu'elle est localement olotrope pour toute combinaison de 
valeurs des variables m, a; où la seconde n'est pas nulle. 
On a de plus (R. 14) 

9m,< (O, I 4- = h...- X(l-+-0- 

Si donc on fait m = o dans la formule (i3) diflerentiée une fois par rap- 
port à m, et si Ton a égard à la formule (12) construite pour le même chemin, 
il vient toujours au bout du même chemin 

C'est k relation dont il s'agit; elle permettrait de déduire facilement, des 
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proprictcs fondamentales de la fonction ^(m, a?), celles du logarithme qui 
précèdent et beaucoup de celles qui vont suivre. Mais la méthode directe 
est évidemment préférable, bien qu'elle soit un peu moins expéditive. 

6. Si les variables 

cheminent arbitrairement (à partir rfe a?' = a;" = . . . = x-^^ = 1") et si 

K', K\ ..., K^^) 

sont des exposants réels commensurables quelconques, on a toujours 
identiquement 

pourvu, bien entendu, que Von ait pris i pour valeur initiale commune 
de tous ceux des monômes x'^\ x"^\ . . . dont les exposants sont fraction- 
naires (R. 60). 

Pour établir cette identité dans toute sa généralité, il suffit d'en vérifier 
l'exactitude sur les premiers développements des deux membres seulement 
(2, I), c'est-à-dire pour toutes les valeurs de x\ x" , ... rendant infé- 
rieurs à I les modules des excès sur i , tant de ces valeurs elles-mêmes 
que de la quantité x'^' x"^\. . (5, I). Or c'est ce qui a lieu : 

I. Quand g se réduit à i, car alors les dérivées par rapport à x' des 
deux membres de la relation (i4)? savoir 

t{x'^)=YJ t(x') 
se réduisent respectivement à 



x'^' "^ x" 



de plus et, par hypothèse, ces deux membres s'annulent simultanément 
pour a?' = I ; 

II. Quand g a une valeur quelconque, si Von suppose V identité démon- 
trée pour g — i variables, car alors les mêmes dérivées prennent encore 
les valeurs identiquement égales 

¥Jx'^'-^x'^\..x^9)^^^'> k; 

x^^'x"^\.,x^f)^^'^ ' <r'' 
IV. — Fac. de T, Q.2 
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et, pour x'= I , l'identité se réduit à 

qui est supposée exacte; 

III. Quand g a une valeur quelconque et sans condition j car notre 
identité ayant été établie pour une variable (I) est vraie pour deux, puis 
pour trois, et ainsi de suite (II). 

7. Comme la distribution des valeurs ordinaires et singulière de jr ob- 
servée pour la fonction '|(in, x) (R.17, 42) se reproduit exactement pour 
celle que nous étudions en ce moment, les mêmes particularités se représen- 
teront aussi dans le calcul de cette dernière par cheminement, excepté, bien 
entendu, celles tenante la nature propre du développement élémentaire (9) 
qui est ici entièrement différente. En particulier, les mêmes tracés de che- 
mins sont praticables ou non et tout chemin conduisant de x^ à X équivaut, 
pour le calcul de la valeur finale de /(x) en X, au chemin simple [x., x^, , X] 
compliqué par quelque parcours de Tanneau [O^.] ceignant Torigine O^. 
(R. 25). 

La comparaison des valeurs finales de 1/ = Z(x) au bout des divers che- 
mins qui mènent de Xo à X conduit à ce théorème : 

En appelant U celle qui correspond au chemin simple et L'*^ celle ré- 
sultant de ^insertion entre ses deux tronçons [x^, X(,)] et [X(,), X] de 
Vanneau f O^.] parcouru k fois dans le sens direct (R. 27), on a 

(i5) U *^=U-+-A-i!y, 

où ts est une constante spéciale dont la valeur est indépendante de la 
forme de Vanneau, 

I. Conservant les notations du Mémoire cité (R. 26), nous appellerons 
£/(,, la valeur acquise par /(x) en X(,j, extrémité du premier tronçon du 
chemin simple, puis 

•^ri}> «^(J)» •••» ^{s)i ^{\) 

les sommets de la ligne brisée formant Tanneau, écrits dans Tordre où on 
les rencontre en y faisant une révolution directe, et 

U(\)j «(t)» ..-, U(t)y «!r 
les valeurs correspondantes de /(x). 
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La formule générale (lo) donnera 
en posant, pour abréger, 

d'où successivement 

puis 

(i6) wij;— Wf,)4-cy, 

où Ton a posé 

De la formule (iG), on passe immédiatement, comme dans le Mémoire 
cité, à 

puis à la relation générale (i5). 

II. Avec deux anneaux directs quelconques '[O^-j, "[Oj.] et deux che- 
mins non séparés par l'origine, que nous tracerons de x^ à X, nous forme- 
rons deux chemins composés équivalents (R. 26, IV). On en conclut 

U -h 'cj ^- U -t- "XD, 

où 'gt, "car représentent les valeurs de la constante crqui correspondent à ces 

deux anneaux, puis 

/__ *_- 

ce qui nous restait à démontrer. 

Nous reviendrons plus loin (14 in/.) sur le calcul de Vaugment car. 

8. D'après cela, les valeurs finales de l{x) au bout du chemin simple 
compliqué d'anneaux directs en nombres 

* • >y " Ay "— ly \Jf ly Ay • • • 

sont respectivement les termes de la progression arithmétique de raison gt. 



Q.I3 

indéfinie dans les deux sens 



9. Nous passons aux résultais essentiels de la discussion numérique du 
logarithme. 

En appelant t une quanlUé réelle <| i en valeur absolue et l{x ■+■ tx) 
la valeur que prend le logarithme quand on passe directement de x à 
X -\- tx en partant du premier de ces points avec la valeur l{x), on a 

(17) l(a:-^ij:)=l(x)^h, 

OÙ h est une quantité réelle f o en même temps que t. 

La formule générale (10) donne immédiatement 

' ' I 3 3 

série dont la somme est nulle si e = o, négative si s >■ o, car alors tous ses 
termes sont négatifs, positive enfin si e >■ o. Effectivement et à cause de 
£ < I , ses termes sont alternativement positifs et négatifs avec des valeurs 
absolues qui décroissent sans cesse et indéfiniment. 

10. Au point de vue graphique, on en conclut ce qui suit : 

Quand x se meut sur une demi-droite fixe issue de l'origine O^, le 
point u = l(x)se meut dans le plan des axes OaU', On U" sur une paral- 
lèle au premier de ces axes, et cela dans sa direction positive ou négative, 
selon que, dans son mouvement, le point x s'éloigne ou se rapproche de 
l'origine O^- Efiectivement le premier élément seul de /(jî) varie en crois- 
sant dans le premier cas, en décroissant dans le second. 

Nous verrons tout à l'heure (12 my.)que u traverse l'axe OnU"quanda: 
traverse la circonférence de rayon i , décrite de l'origine 0^^ comme centre. 

11. Le point x^= i se trouvant sur la partie positive de l'axe des quan- 
tités réelles ainsi que toute valeur positive de x, on peut atteindre cette 
dernière par un cheminement exécuté exclusivement sur cette partie, et 
chaque accroissement attribué à x sera de la forme ci-dessus tx. Comme 
on part de x = x^ = 1 avec la valeur initiale réelle '(i) = ''i l'application 
répétée de la formule (17) montre que la valeur atteinte par l(x) sera 
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(oujours réelle et de plus unique, parce que tous les clicmius iIc iiiôuios 
extrémités dont les sommets appartiennent à la partie positive do l'axe des 
quantités réelles s'équivalent évidemment. 

Cette, valeur réelle de l{x) est |o selon que la i^alcur positive de ./■ à 
laquelle elle correspond est |i. Car, en partant de i et marchant sur 
l'axe O^X', d'abord dans sa direction positive, ensuite dans sa direction 
négative, l(x) part de n en n'éprouvant jamais ([ue des accroîsscnienls 
positifs dans le premier cas, négatifs dans le second. 

12. Quels que soient la valeur de x, de module Ç, et le chemin suivi 
pour y arriver, et si l'on représente par 'l(x) le premier élément de l(x), 
on a 

valeur réelle atteinte par l(x) partant flf(?/(i) = o, quand on chemine 
de 1 à^ sur la partie positive de l'axe des quantités réelles (11). 
D'où, en particulier, pour uioàx = i, 

'/(.*■) -o. 

Si X désigne la quantité conjuguée à j-, on a constamment 



el, par suite (6), 



/(S')=/(x)+/(v)=a/(^). 



Mais les termes du membre médian sont des quantités conjuguées parce 
que X, X le sont sans cesse et que les coefficients de la série (i i) sont tous 
réels. Ce membre se réduit donc à 27(j;), d'où 



î7{.r)=3/(0, 



ce qu'il fidiait prouver. 



13. Ainsi donc, au point de vue graphique, quand le point x se meut 
sur une circonférence [O^,, S] ayant l'origine Oj. pour centre et \pour 
rayon, le second élément de /(■«) seul varie et le point u = l{x) se. meut 
ainsi sur quelque parallèle à l'axe OhD". 

Quand la rotation de x est directe, la translation de u a la direction 
de la partie positive de l'axe dont il s'agit, et inversement. 
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Si le passage de xi à Xi^, s'effectue dans le sens direct, le second élément 
du rapport ^^ est nécessairement positif (R. 36, I), celui de 



également, et, par suite, évidemment aussi celui du second membre de la 
formule 

.„^,-,„=!.S±l^--L(Ii^ipIi)\... (5,11). 



Le second élément de U/^., — u„ accroissement de l(x), est donc positif, 
ce qu'il fallait constater. 

En appelant V,., Vj, les vitesses simultanées de ces deux points, on a 

, I - ï V„ 1 

07»") v; = r 

Si l'on fait tendre x,.^, vers a:,- la formule précédente donne effectivement 



lim 



mod{x,-n — j;,) ^ 



14. L'augmenl d (7) est une quantité imaginaire dont les éléments 
sont le premier nul, te second positif . 

Nous calculerons plus commodément cette constante m eu donnant à 
l'anneau ia forme utilisée au n" 38 de mon Mémoire sur les radicaux dans 
la théorie de la fonction ^{\t; x). Il vient ainsi, d'après la formule (i(i bis), 

li8) ra = 4[>.(i + ^^T) + >.(n-9,-i)-i-...-hï(i+^r=7)l, 

les lettres ^r,, q.., ..., ^^ conservant, bien entendu, leur sens au lieu cité. 

Pour calculer généralement X(i + y — i), nous observerons que cette 
quantité n'est pas autre cbose que la valeur acquise par l{x) en q, après un 
pas fait directement de x = i à x = y, qu'il nous est évidemment permis de 
décomposer en deux autres, savoir : le premier de x = i kx ~ q', premier 
élément de q, le second de x = q à x = q' + iq" = q. 

Le premier de ces deux pas donne en q' 



l{q')=. 



K'^)' 



lE NÉPÉRIEN. Q.l5 

le second doniii? en ç, si J'on représente par y la pente de y (R- 36, II) 
En mettant en évidence les éléments de l{q) t-i |)Osant, pour abréger. 



(■9) 

il vient finalement 



- Z _ Z . r . 



Ui 



7). 



parce que modç' étant = i , le premier élément de ^(i + y — i) = '(y) 
s'évanouit (13). 

La formule (i8) donne donc 



(^o) 



^'[4(r,- 



rr,)], 



où, en vertu de la relation (19), r,, . . ., r„, et, par suite, le muitiplicateur 
(le i sont des quantités essentiellement positives. 

Los formules (19) et (20) diffèrent à peine de celles qu'on lire Iiabitiiel- 
lement di' la théorie des fonctions circulaires pour ()pérer eircctivemenl le 
calcul numérique de ci. 

15. QuandX est une quantité réelle positive, iout chemin nonéquii^a- 
lent au segment [1 1 XJ de l'axe des quantités réelles donne pour /(X) une 
valeur imaginaire. 

Car ce segment lui-même donne pour /(X) une quantité réelle (11). et 
uncliemin non équivalent, cotte même quantité réollc augmentée de Ara (7 } 
où et est imaginaire (14) et k réel non = o par hypothèse. 

16. Si X est une quantité non réelle positive, /(X) est imaginaire, 
quel que soit le chemin suivi. 

En appelant Xj,) la trace de la demi-droite O^X sur la circonférence 
[Oj., i], nous remplacerons le chemin à suivre par un autre équivalent 
composé de : 1° l'arc de cette circonférence conduisant de .c = i à .x = X,,j 
par une marche de sens rotatif constant; 2° par le segment de la demi-droite 
considérée, qui conduit de r = X(,) à :r = X. 

En supposant d'abord direct l'arc considéré qui, par hypothèse, ne peut 
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l'Ire mil, appelant n le plus grand nombre des quadrants qui y soient con- 
tenus, il est évident qu'on peut écrire 



où le dernier facteur n'a aucun élément négatif, puis décomposer / et X|'| en 
fadeurs primaires q de modules = i et de pentes '/. <C ' i tels qu'on pourra 
effectuer le parcours de cet arc en faisant passera; successivement de i à y,, 
puisa g,Çt, à îiîiyif-t à y, Çj. ..çj; = X,,,, On trouvera donc comme 
ci-dessus (14) 

/(X„i)^<(ri + ï".-t-... + rs). 

le multiplicateur de i étant essentiellement positif. Quant au segment rec- 
lilignc, son parcours laisse invariable le second élément de t(x) (10). 
Si l'arc était rétrograde, on trouverait évidemment pour /(X(,,) la valeur 

-((r,^-r.+...+rv) 

conjuguée à la précédente. 

17. Il résulte des premiers principes de la théorie du cercle que te 
second élément île /(X) a pour repn'sentation géométrique la longueur 
même de l'arc considéré ci-dessus, prise posilii-emcnt ou négativement 
selon que le sens de son parcours est direct ou rétrograde. 

Ce fait se rattache aux applications géométriques, et ce n'est pas ici le 
lieu de l'approfondir, La formule (17 bis) suffit toutefois à en faire aperce- 
voir l'exactitude ; car, pour S = i , les vitesses des points x et u^= '(^) 
étant toujours égales, les espaces parcourus en même temps par le premier 
sur la circonférence [Oj, 1], à partir de ar = i, et parle second, sur l'axe des 
seconds éléments à partir de u = o, sont égaux nécessairement aussi. Les 
mouvements simultanés de ces deux points ont d'ailleurs les directions 1 
requises (13). 

On a, en particulier, 



2~ représentant comme d'habitude ta longueur de la circonférence 
du rayon i. Cette observation n'a aucun intérêt analytique, parce que 
toute expression est susceptible de quelque représentation géométrique, et 
qu'à ce point de vue il n'importe en rien que ce soit Tune ou l'autre. Mais J 
elle était nécessaire pour justifier l'usage de représenter par 2~^ l'auge 1 
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menl du logarithme népérien, usag:e auquel nous nous conformerons 
désormais. 

18- Quand X esl in/inimrnl pcli/c ou infinie, le second élément de I {.v) 
est indéterminé, mais le premier est iiijini, négatif dans lepreniier cas, 
positif dans te second. 



On a cfTcctivcmenl 



t(x)=ia.)+c 



où /( 5) est la détermination réelle du logarithme de Ç module de x (12), 
cl où u" représente Tare de cercle défini ci-dessus (17). Cette dernicre 
quantité est indéterminée comme le mouvement giratoire autour de l'ori- 
gine O, dont JT peut être animée en s'approcliant ou s'éloignaul indélini- 
ment de ce point. 

Si l'on suppose ensuite que 5 croisse de o à -1- se par des valeurs eu pni- 
fîression géométrique croissante de raison y (positive et > i), les valeure 
correspondantes de /(?) seront les termes d'une pro^Tcssion arithmétique 
de raison X(n- 9 — i)=/(y)>o (5, V) (9), parlant croissante; /(S) 
croîtra donc de — ao à -1- ao. 

Les choses se passeront de la même manière pour tout autre mode de 

croissance de ?, car = . dérivée de 1(1) (5), étant toujours positive, celte 
dernière fonction est toujours croissante. 

19. Le signe /(-X-), posé sans indication complémentaire représente assez 
souvent l'ensemble des valeurs que /(x) acquiert en X au bout de tous les 
chemins pouvant élre tracés de ar = i à j: — X et qu'on nomme alors les 
logarithmes de X. Quelquefois aussi, il représente Tnn de ces logarithmes 
spécifié d'une manière ou d'une autre. 

Ce point de vue comporte plusieurs observations utiles. 

I. Si k représente un entier absolument indéterminé (positif, nutou 
négatif), tous tes logarithmes de X sont renfermés dans l'exptvssion 

t(\)^k.^r.i, 

où /(X) désigne t'un d'eux choisie arbitrairement (8). 

II. Tous ces logarithmes sont imaginaires, excepte quand X est une 
quantité réelle positive, cas auquel l'un d'eux, mais un seul, est toujours 

réel (li), {i.5), (16). 

IV, - Fae. de T. ().3 



■u 

:] 

1 

1 

I- i 
1 
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Alors la notation /(X) représente habituellement cette détermination 
réelle unique. 

i III. La relation (i4) cesse d/être exacte quand on y remplace les 

déterminations voulues des logarithmes par d^ autres prises au hasard^ 
mais elle le redevient par F addition au second membre de la constante 

ou A', k\ ... sont des entiers convenablement choisis. 

Car les déterminations des logarithmes requises pour l'exactitude de 
cette relation sont respectivement égales à d'autres quelconques augmentées 
de tels ou tels multiples entiers de 2tÙ (I). 

IV. MaiSf quand les quantités a/, x'\ . . . sont toutes réelles positives et 
quandon adopte pour x'^\ x"^\ . . . leurs déterminations positives (R.32), 
pour leurs logarithmes et celui de leur produit leurs déterminations 
réelles, la relation (i4) subsiste toujours sous la même forme exté- 
rieure. 

Car, le choix de pareilles déterminations rendant réels à la fois les deux 
membres de cette relation, il faut de toute nécessité que, dans le terme addi- 
tionnel (2 1), le facteur entre parenthèses se réduise à o. 

A un facteur constant près (40 et suiv. in/,)^ cette formule est alors celle 
qui fait des logarithmes un instrument si expéditif pour l'exécution indi- 
recte des calculs numériques usuels. Les cas particuliers les plus employés 
4 sont 

; (22) /(^f:^ = /(^')_/(^^), 

V. Les seconds éléments des logarithmes de X sont ce qu'on nomme les 
arguments de cette quantité X; ils sont représentés géométriquement par 
Tare de cercle défini au n° 17, augmenté des multiples entiers de la longueur 

^ totale 27C de la circonférence de rayon 1 . 

En égalant les seconds éléments des deux membres de la formule (i4) 
modifiée comme nous l'avons expliqué ci-dessus (IIÏ), on obtient en parti- 
culier une représentation géométrique partielle de la multiplication, de la 
division et de l'extraction des racines ; mais à nos yeux elle a un bien minime 
intérêt. 
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20. Les logarithmes des racines m'^"»" de l'unité ont des valeurs remar- 
quables qu'il est utile de calculer. 

En appelant a,, = $f — j la racine principale directe (R. 55), chacune 

des autres a pour expression a^ = $ ( — j > où /i est quelque entier positif < m. 

Cela posé, nous représenterons par /(a^Jla valeur de /(x)au bout du plus 
court chemin de sens direct qui conduit de i à a'^ sur la circonférence f O^, i J 
ayant i pour rayon et l'origine O^ pour centre, et nous allons constater 
qu on a toujours 



(23) /(a«)=^27r£. 



I . Si [L est ^ [y <b ([jl), qui est alors une quantité primaire ^ a une pente ^ i 
(R. 36, II). 

De $(i)' = $(f ) = $(^) =::= i, et en posant $(^) -= P h-- « P", on déduit 

p/o _ p//2 _ Q^ ^o\x — =r zb I, et, par suite, = -4- i , puisqu'il s'agit d'une 

quantité primaire. 

Quant à la seconde alternative, elle est exacte aussi parce que [x et la 
pente de $([x) varient dans le même sens (R. 39, III). 

II. Soit maintenant k un entier positif > 8; aux valeurs successives 
de X 

correspondront pour af les valeurs 
et pour x^ 

<-«> ■■ *(s)- *(^) •(5)=*'"=- 

Le chemin (25) conduit de i à a"^ de la manière voulue, car cette ligne 
brisée est inscrite dans la circonférence [O^r, 1]; ses côtés, tous égaux à 

mod M^ ( p" ) — M J sont << i parce que -^ étant < ^ la pente de ^ ( x— ) 
est << i(ï)(R.37);enfin elle est le plus court chemin tracé sur cette circon- 
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fcrence de i à a^ dans le sens direct parce que, dans<&, tx croît sans cesse de 
o à la quantité positive — << i(R. 39, VII, 2*^). 

Pour des causes analogues, le chemin (2!)) est un anneau parcouru dans 
le sens direct de 1 à i autour de Torigine. 

Cela posé, la formule (28) résulte de Tidentité 

/(ar'»)=£/(x-) (6), 

appliquée au cas où Ton fait marcher x sur le chemin (24), car, d'après ce 
que nous venons de dire l{x^) cl l(af*) prennent les valeurs fînales /(a^) 
et 2T.Î (7). 

Les cas particuliers suivants sont les plus utiles : 

21. Le logarithme ne cessant d'être olotrope que pour une valeur nulle 
ou infinie de sa variable (5, I), les phases singulières de la fonction 
composée 1/{'JC, y, . . .) ne peuvent correspondre qu'à celles de la fonction 
simple f{x^ y ^ ...), ainsi qu'aux valeurs de x^y, ..., qui la rendent 
nulle ou infinie (2, III). 

Le calcul par cheminement de lf{x^y^ . . .) se ramène naturellement au 
tracé de la ligne décrite par U =y(u;,y, . . .), quand a?, y, ... marchent sur 
les chemins donnés, puisau calcul de /(U) sur cette ligne. Quand/(x,/, . ..) 
est décomposable en facteurs plus simples, la relation (i4) peut rendre l'o- 
pération très facile. On en trouvera plus loin un exemple (25, inf.). 

22. Une fonction composée de l{x) se trouve naturellement dans une 
phase singulière ou tout au moins critique, quand x est infiniment petit 
ou infini (2, III). Assez souvent, on a intérêt à y remplacer x par (^ pour 
étudier ensuite ce qui s'y passe quand on rend le premier élément àey in- 
fini négatif ou positif (33, I, inf.). Par exemple, on trouve immédiatement 
ainsi que, pour x infiniment petit positif, a;i*[/(a;)]^ tend vers o quels que 
soient les exposants commensurables positifs [X, v (39, inf.). 
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23. Lo logarithme nôpérit-'n qui ost conmi maiiUenant par ses valeurs 
numériques et par ses propriétés caractéristiques, à peu près comme i'é- 
taiciit auparavant les fonctions rationnelles, les monômes irrationnels, etc.. 
fournit un nouvel élément des plus précieux dans l'intégration des fonctions 
méroniorplies ou susceptibles de développements rhizomorphes ( ' )■ 

(juanti la fonction sous le signe d'intégration contient dans son dévelop- 
pement un terme de la forme 



où A n'est pas nul, il lui correspond évidemment dans celui de l'intégrale 
le terme 

qui introduit dans sa pliase singulière en x ^ a une complication logarîthr 
mique. 

De ce chef, par c.^GW\^\G,VintcgraleaugTnentedcS..'i.Tdà chaque révo- 
lution directe de x autour du point a. Effectivement, la dillerence {x ~ a) 
se meut toujours par rapport i^ sa propre origine, comme x relativement 
au point 11 (7), etc. 

34. Voici la plus importante des propositions qui se rattachent nux consi- 
dérations de ce genre 

Si la fonction f{x) est méromorphc dans l'aire limitée et iniperforét: S, 

mais olotrope sur son contour (C), l'intégrale définie f /(x)rf~r, prise 

en parcourant ce contour une /ois dans le sens direct, est liée au résidu 
intégral def{x') dans l'aire considérée, par la relation 



Ù^' 



'■£./(')■ 



•>ù V et isj, rn,, ... sont des entiers, le (iriïtnÎEr positif, les autres allant sans cesse, soit en 
croissûnt, sciîl en dtcroissanl (algébriquement). Ces développements se rencontrent à chaque 
instant dans la théorie des fonctions implicites et, par suite, dans celle des intégrales abë- 
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En inlégrani par décomposition après avoir substitué k/(x) son dévelop- 
pement connu en fractions simples accompagnées d'une fonction olotrope 
dans Taire S, il vient 

(28) I /(x)dx — ¥(x) -h Al l(jr — (Xi) -^, , -\- \yl{x ^ oty), 

oùa,,a2, ..., absout les infinis à(tf{x) contenus dans l'aire S, où A,,..., A^ 
sont les résidus de cette fonction relatifs à ces divers infinis, où F(ar) enfin 
est une fonction méromorphe dans la même aire. 

Quand x revient à son point de départ après avoir parcouru le con- 
tour (C), le terme F(a?) méromorphe dans l'aire S, partant monodrome, 
revient à sa valeur initiale et ne donne rien dans l'intégrale définie. Mais, 
comme le contour constitue un anneau direct ceignant l'un quelconque des 
points a,, ..., a^, chaque logarithme augmente de ira (23). 11 reste 
donc 

/ /(j:)e/j7 =1 27r£( A| -h Aj-h. . .-h Ay), 

où, par définition, la somme entre parenthèses est précisément le résidu in- 
tégral de la relation (27). 

En faisant varier la nature de/(x) et la forme du contour (C), en exécu- 
tant des transformations diverses, Cauchy, auteur de ce théorème, en a 
déduit les valeurs d'une foule d'intégrales définies, les unes nouvelles, ies 
autres déjà obtenues, mais par des moyens bien plus pénibles. On a cru 
que cette élégante méthode réduisait des intégrations aux simples diffé- 
rentiations nécessaires pour calculer les résidus, et l'on s'en est étonné. 
Mais la relation transitoire (28) montre bien qu'au fond l'intégration n'est 
ramenée qu'à d'autres intégrations dont les résultats sont fournis, une 
fois pour toutes, par la théorie du logarithme. 

25. Nous terminons ce paragraphe par un autre théorème de Cauchy qui 
porte encore son nom. 

Les mêmes choses étant admises que dans le précédent avec la condi- 
tion pour f{x) de n'avoir aucun zéro sur le contour (C), si Von nomme m 
la somme des degrés de multiplicité des zéros de /(x) intérieurs à 
l'aire S, [jl la même somme pour les infinis de cette fonction et /il/{xy 
la variation que fait épromer à l/(x) le parcours du contour ( C) dans le 
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sens direct, on a 



En appelant 



m - 


-f^- 


Mf(x) 
ira 


«1, 


«î, 


. . . , (igf 


«1» 


«j, 


• • • » ^Y 



les zéros et les infinis dc/(x) contenus dans l'aire S et 



/Wj, m„ ..., mg. 



f^i> f^î» • • •» f^Y 



leurs degrés de multiplicité puis f(^) une certaine fonction olotrope dans 
Taire S et n'y possédant aucun zéro, la théorie des fonctions méromorphes 
d'une seule variable conduit à la formule de décomposition connue 

_ (x — a^y^i . . .{x — af^)"'g 
^^^^ - (a^-a,)^...(^-ay)Hr ^^^^' 

d'où l'on tire immédiatement, moyennant un choix convenable des détermi- 
nations des logarithmes (6) 

puis, après le parcours direct du contour (C), 

âilf(x) = lnii^l{x — ai) — IfjLi A/(jr — ai) -h £ili{x). 

Dans le second membre de cette égalité, le dernier terme se réduit à zéro ; 
car f(a;) étant olotrope et sans zéro dans l'aire imperforée S, /f(^) y est lo- 
calement olotrope (5, I) (2, III), et, par suite, monodrome (R. 4, III), 
puisque cette aire est imperforée. D'autre part, on a, comme tout à l'heure 

(23), 

A/(j7 — Oi) = £il{x — «i) = 27r£; 
il reste donc 

^^f{^) — (^nti— 2fXt)27re, 

ce qu'il suffisait de prouver. 

Cauchy a tiré de cette proposition des conséquences fort intéressantes 
pour le dénombrement des racines des équations à une inconnue, qui sont 
renfermées dans des aires limitées par des contours spéciaux ; mais leur re- 
production ne serait pas ici à sa place. 









#* 



n 



^.'..^ •. ni»t.*\ri ••-<iw i>fï.'î'i€iu* ;r»i:' .' - . ^ = ^txktt^ IH r^ z. 









; ■ V. 






v/f Uo, f* ,u,ttf^ 4*A^'' u.f'uy U \^'ir\f: ^'A; f/'/'jr f/r^rmier développement de su 

(y ^/# 'Vo 'l' tt,i^ ,é i'^tuiM fl" rHU: k^ri^: 'r«t d'ailleurs illimité: car, pour 
*,hf 'r,$\é*t9 \ é\* / uy,tu\ uu uthAnï': •ij(/''rrieijr à celui que l'on considère, le 

n9^f\fOii ' ' d' •• lu'AîAt'^ i\t'> if'suif* d'* rangs /w — i, /w est toujours îq- 

inuftiifti j/^llf, /) /wi ) ///i /ori/|fjt fadief fient que [Kiurx = X le module do 
h'Ufit (/^'/i^f'fl 'îtf î/ffniînM'nl f^elitau^i-i et îi plus forte raison Gni. 

t/iui^yntif ^I»''M Ih'*' ''>.I rlofie lii^'u la fonction indéfiniment olotrope dont 
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la formule (2) fournit le développement, car la somme de cette série, satis- 
faisant certainement à l'équation (i) pour les valeurs de x suffisamment 
voisines de o, la vérifie certainement pour toutes valeurs de x (2, I). 

27. En représentant provisoirement cette fonction par 9(^1:), il est évident 
que la résolution de l'équation 

faite à partir de u = iyX = o reproduit l(u)j car, à cause de ç' (x) = u (26), 
elle donne l'intégrale de l'équation différentielle 

dx I 

du u 

complétée par la condition initiale x = pour u = i (2, V) (5). 

28. La di(férentiation de la fonction ^{x) la reproduit indéfiniment ; 
en d'autres termes ^ on a^ quel que soit V indice m, 

(4) 9<"»>(.r) = 9(^). 

Cette identité n'est pas autre chose que la relation (3) écrite d'une autre 
manière. D'ailleurs la différentiation de la série (2) la rend évidente^ a 
posteriori, 

29. A la propriété caractéristique du logarithme népérien (6) correspond 
par inversion celle de ç(^) que nous allons énoncer et qui est fondamen- 
tale. 

Au bout de chemins quelconques issus de 

jt' r= J?" = . . . = X^^^ — O, 

on a identiquement 

pourvu que ces radicaux partent des valeurs initiales 

[9(o)]««'z±[9(o)]«''=...= i (R. 60). 

IV. — Fac. de T. Q.4 
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(6) 



s Irajt'ls imposés à jc', x^, . . . font décrire aux quantilés 



des cheiiiiiis au bout desquels on a la relation 1 1 4 > du n^ 6 



(7^ 






parce que 1 27 » les formules < G > donnent inversement 

Or. •*! ct'la f»ar détinition < 26 ). la résolution de la relation \ 7 ) par rap- 
port à la quantité dont le loirarithme fi«rure dans son premier membre 
donn*' pnViséiiiont celle qu'on veut établir après substitution de ^(j^>* 
5t x" ». — à V, \' 

30. Onaiifl les nombres Iv , Iv'', ... sont tous entiers, Tidentité < S ) ne 
renfennt- ipii- dt^ fonctions indéfiniment monodromes et subsiste, par suite« 
indêpt'iifift/Nmi'ni de toute condition acces>^re, \jsl considération de la 
série 2 I ni ffiurnit alors une autre démonstration bien simple. 

I^ forniuif dt« Taylor. indéfiniment applicable à la fonction si x) parce 
que la >*'rlt* • -i \ t*>t indéfiniment conver«rente. donne, pour toute valeur 
de X et dr* A. cAi\ à cause de Tidentité « 4 ^^ 



z\.r -*- h' z=: z{T z h : 



on en tir»? facil«Mnent 



— jr^ — — X *"' 1 1= 3 ; x' ^ 5 . x' > Six*' 



puis, «^ii prvnant x = x'^ = ...=:X'^ = x. 



'•> 



z- f^T* =^[z -r']<. 



On a. d"antre part, à cause de x 8 ». 



I = ^ ^O^^ z=: Z T — ^):= Z{JC^Z{ — X », 



d'où lV«n coTiclut 



puis, rn vertu do ic^\, 



10 



= ,-X> = [5 X]-', 



z. — eJ- =[51») 
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Une combinaison évidente de toutes ces formules particulièirs conduit 
ensuite à la forme de l'identité générale (5) dans le cas qui nous occupe. 

31. Aux 2)aleu7\s de x en progression arithmétique 



•> ■^1— !> ^iy ^i-k-\ 



» • • • » 



déraison A, correspondent pour ^(x) des valeurs en progression géo- 
métrique de raison 9 (A). 

Car les égalités supposées 
donnent (30) 

32. La relation (v)) donne, en particulier, 

9(Kx) = [(p(a-)]N 
d'où, pour X = i, 

?(k:) = [9(i)]^ 

On représente par la lettre e la constante ç(i) en posant 

e~o(i)=riH 1 h. ..= 2, 718 28 18 

^ 1 1.2 ' 

On a ainsi 

pour toute valeur dex réelle et commensurahle^ formule qui facilite l)eau- 
coup la conception de pareilles valeurs de notre fonction. 

Pour X non réelle commensurable, le signe e^ n'a point d*» sens; mais, 
précisément à cause de cela, on peut lui en imposer un en ccrivîiul, pour 
toute valeur de x et conventionnellement quand il y a lieu, 

C'est la notation que nous adopterons désormais en nous conlorniaul à 
Tusage. Elle a le double avantage de fournir les valeurs de notn» roudion 
dans tous les cas où elle a un sens propre et de rappeler aux yeuv Tanalogie 
parfaite de sa propriété caractéristique (5) avec les règles du calcul des 
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exposants. D'où le nom de fonction exponeniielle auquel on ajoute quel- 
quefois le mot népérienne pour la distinguer d'autres analogues dont nous 
parlerons plus loin (41 ^/45 inf.). 

33. I^ discussion numérique de la fonction exponentielle se ramène im- 
médiatement à celle du logarithme népc^rien, en vertu de cette observation 
qu'un théorème énoncé plus haut (2, M^ rend évidente. 

Si le parcours par u d^un chemin quelconque [i , \l\fait décrire à 

le chemin [o, X], o/i a certainement 

Il y a toutefois quel(|ues faits qui sont intéressants à établir directe- 
ment. 

I. Quand X croit de — tac à 4- tac <?/i passant par des valeurs réelles y c* 
est réelle et croit de o à -h tac. 

Le premier point résulte de ce que tous les coefficients de la série (2) sont 
réels. Comme ils sont en outre positifs, e' est positive aussi pourx>o et 

même pour x < o, à cause de e"-' = — (30). 

Enfin e^j dérivée première de ^^(28), étant ainsi toujours positive, e' est 
toujours croissante et même à Tinfini à cause de e'^x. Quand x décroît 
jusqu'à — tac, e^ tend vers o parce que — x est une quantité positive infinie 

el qu'on a e^= -z^- 

II. Quand x\ premier élément de x =: x' -h ix"^ est nulj on a 

A cause de la réalité, tant des coefficients de la série (2) que de 3(f^ les 
quantités 



e''\ e" 



sont conjuguées el le carré de leur module commun se réduit à 1 , parce que 
Ton a 

( mo<l<?" )*— «^'•'V-""^ e^in I (30). 
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III. Dans les autres cas on a 

(il) mode*'-^^'"=e^'. 

Car 6'^' est une quantité positive (I) donnant (30) 

quantité de module i (II). 

IV. Quand x se meut de — oo à -f- oo sur une parallèle à l'axe O^-X', 
menée à la distance x'' de cet axe^ u = e' marche de o à^ sur la demi- 
droite tracée de l'origine 0„ à l'extrémité d'un arc de longueur ± x" 
mesuré à partir du point u = i sur la circonférence [0„, i] dans le sens 
de rotation direct ou dans le sens rétrograde, selon que x" est ^ o. 

Car X = l(u) décrit précisément cette parallèle quand u se meut sur la 
demi-droite en question (10). 

V. Quand x se meut uniformément de — oo à -h^ sur une parallèle 
à l'axe Oj.X" menée à la distance x' de cet axe, u =^ e^ tourne unifor- 
mément dans le sens direct sur la circonférence [0„, e^'] en passant en 
u=^i au moment ou x passe en x' et en faisant une révolution entière 
chaque fois que x progresse d'une longueur = 2ir sur la parallèle con- 
sidérée. 

Car X ^= l{u) décrit précisément cette parallèle quand u décrit, de la ma- 
nière indiquée, la circonférence en question (13). 

VI. Si m, n sont deux entiers, le premier positif et si OL,n désigne 
toujours la racine principale directe m^^'"* de l'unité y on a 



d'où, en particulier y 









Ces formules sont des conséquences évidentes de celles inverses du n® 20; 
elles fournissent pour les racines de l'unité des expressions que l'existence 
des Tables trigonométriques rend les plus convenables pour leur calcul nu- 
mérique. 

34. La fonction exponentielle, étant indéfiniment olotrope, a pour phase 
singulière unique celle correspondant aux valeurs infinies de x. 



\ 



Q.3o CH. MÉRAY. 

En vertu de la relation (ii), combinée avec les conclusions des alinéas 
qui la précèdent dans le n*^ 33, elle est infinie quand le premier clément 
de X est infini positif y infiniment petite quand il est infini négatifs in- 
déterminée dans tous les autres cas. 

Un pareil mode de variation sépare absolument e' de toutes les fonctions 
algébriques d'une variable, dont chacune tend vers une limite déterminée 
ou bien est infinie pour des valeurs infinies quelconques de la variable. 

35. L'équation numérique 

est impossible ou possible selon que X est = o ou non. Dans ce dernier 
cas elle a pour racines uniques toutes les delerminations de /(X). 

Nous savons (2, VI) que cette équation n'a pas d'autres racines que les 
valeurs acquises par la racine localement olotrope variable de l'équation 

précisée par une condition initiale quelconque, en particulier par u = o 
pour a? = I , au bout de tous les chemins qui peuvent conduire a; de i à X. 
Nous savons, d'autre part (27), que cette racine variable est précisément 
l(x). 

Cela posé, si X = o, tous ces chemins conduisent le premier élément de 
l(x) à l'infini négatif (18); si, au contraire, X est non = o, ils donneront 
naturellement toutes les déterminations de /(X), savoir 

en appelant U l'une d'elles choisie à volonté et k un entier quelconque po- 
sitif nul ou négatif (19, I). 

36. La périodicité est une propriété extrêmement curieuse et importante 
qui, sous des formes variées, appartient à une infinité de fonctions engen- 
drées par Tinvcrsion des intégrales abéliennes, et déjà à l'exponentielle, 
comme nous allons le constater. 

Soient/(a::) une fonction d'une seule variable et II une constante donnée 
non = o; on dit que /(or) admet Tl pour période si^ quel que soit l'entier m 
(positif ou négatif), on a identiquement 
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Une pareille fonction est dite périodique y et la période II est dite élémen- 
taire s'il n'en existe aucune autre ayant un module moindre. 

Cela posé, la /onction exponentielle admet ± 2iri pour période élé- 
mentaire. 

Car, en vertu de ce qui précède (35), et quelle que soit x, l'équation 

a pour racines toutes les quantités de la forme x •+■ m.iizi et n'en possède 
aucune autre. 

37. Relativement aux parties aliquotes de sa période 2tc/, l'exponentielle 
jouit d'une sorte de périodicité imparfaite. Car, en apj)elant m un entier 
positif et OLfn la racine principale directe m'*"™* de l'unité, on a (33, VI) 

.r-»-n n — 



i-Ki 



L^ addition à x d'un multiple entier de — reproduit donc encore 

r exponentielle y mais au /acteur a^ près qui se réduit à i quand n est 
multiple de m. 

38. La composante e" étant indéfiniment olotrope, la fonction compo- 
sée e"*^'^'* ^ l'est elle-même aussi longtemps que la fonction simple U(x,y, . . .) 
jouit de cette propriété (2, III). 

39. L'observation suivante est utile à la discussion de beaucoup d'expres- 
sions compliquées d'exponentielles. 

Quelque grand que soit l'exposant positi/ /ractionnaire [x, le rapport 

est in/ini pour des valeurs positives in/inies de x. 

Car, à cause du développement (2), ce rapport est supérieur à 

I .2. . .M 

M désignant quelque entier supérieur à [jl. 
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Logarithmes vulgaires et autres fonctions connexes à V exponentielle. 

40. La relation fondamentale ( 1 4 ) du n*^ 6 étant linéaire et homogène par 
rapport aux logarithmes qu'elle renferme, reste exacte quand on les mul- 
tiplio tous par une même constante quelconque a, que nous supposerons 
non = o. 

(]es produits sont les valeurs de la fonction 

pour X = x\ x'\ ... et se nomment les logarithmes de ces quantités pris 

({■ans le système de module a. On représente celte fonction par loga(j?), et 

1 
Ton nomme base du système la quantité A^^?", dont Tun des logarithmes 

de ce ire espèce est ■= i . 

D'après cette définition, les logarithmes népériens appartiennent au 
système qui a i pour module et e^ = e pour hase. 

41. Le seul cas dans lecpiel il y ait intérêt à considérer ces nouveaux lo- 
garithmes est celui où a, module du système, est une quantité réelle (la 
hase A est alors une (pianlilé positive), et où Ton fait abstraction de leurs 
déterminations imaginaires. Ils sont encore réels quand ils appcirtiennent à 
des quanlités positives et cons(îrvent les propriétés exprimées parles formules 
(22) du n" 19. 

Quand x est une quantité positive, on peut considérer w = log^(a:) 
comme la racine réelle unicpie de Técpiation 

II 



X 



La fonction e" jouit évidenmient de propriétés caractéristi(iucs de Tex- 
|)onentielle et, quand x est réelle conmiensurahle, elle est égale à la déter- 
mination positive de \e') (11. 61). Pour ce double motif, on la repré- 
sente souvent par 

L'équation précédente s'écrit alors 

A" = .r. 
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Quand on donne la base A = e", le module esl évidcmraenl fourni par ia 
formule 



d'où 



"/(A)' 
. .r/(A) 



on se bornant à la détermination réelle de '(A). 

42. Pour A = lo, base du système de la numération décimale, les loga- 
rithmes des puissances (le lo devienne/!/ précisément égaux à leurs ex- 
posants. C'est cette particularité, trts avantageuse dans la pratique, qui a 
fait adopter les logaritlimcs de cette espèce pour l'abréviation des calculs 
numériques, sous le nom de logarithmes de Briggs ou vulgaires; on les 
désigne simplement par le signe log. 

D'après la formule (12) leur module a pour valeur 



i[io)' 



et l'on a généralement 



log(j') — 



/(lO) 



Cet emploi des logarithmes vulgaires est à la fois l'origine historique des 
transcendantes dont nous nous occupons et !a plus utile de leurs applications 
pratiques. 

43. Comme un logarithme vulgaire est Je quotient de deux logarithmes 
népériens, la construction d'une Table de logarithmes exige seulement le 
calcul des logarithmes népériens de toutes les quantités positives. Les 
quantités incommensurables ne figurent jamais dans les calculs numériques 
que par leurs valeurs approchées et le logarithme d'une fraction pouvant 
s'obtenir par la différence de ceux de ces termes, la question revient en 
dernière analyse au calcul des logarithmes népériens des nombres en- 
tiers positifs. 

L'emploi répété du développement {(>) du n" 5 y suffirait, car il donne 
IV.- Fac. de T. Q,5 
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immédialcmenl pour toute valeur de N au moins égale à i 



I I I 



/(N -h I) = /(N) -^ N - ÏN". ^- 3^3 - • • • 

d'où, en partant de /(i) = o, on déduirait successivement /(2), /(3), 

On remarquera en passant la formule curieuse 

/(2) = I — i-hj — i-h 

Mais on obtient des séries d'une convergence infiniment plus rapide en 
opérant comme il suit. 

Pour Xq= ij X = i± hy ce même développement donne 

1(1 — h) =— > — _ 4--.-..., 

puis, par soustraction, 

formule valable, comme les deux précédentes, seulement pour mod/i <; i. 
En y faisant donc h = -^ > elle devient 

série très rapidement convergente pour peu que l'entier N ne soit pas très 
petit. Elle fournil, de proche en proche, comme ci-dessus, les logarithmes de 

2, 3, 4> Gel artifice donne un exemple des moyens indirects par lesquels 

les calculateurs habiles savent abréger leur travail. 

Les logarithmes sont, en général, des nombres incommensurables dont 
les Tables peuvent seulement contenir des valeurs approchées. Le degré 
d'approximation dont on s'y contente est déterminé par cette condition gé- 
nérale que les erreurs dont Vemploi de logarithmes inexacts peut enta- 
cher les résultats des calculs numériques puissent facilement être main- 
tenues au-dessous de celles que l'on ne pourrait éviter en mesurant 
directement les grandeurs physiques correspondantes. Les meilleures 
Tables usuelles donnent les logarithmes avec sept décimales exactes ; si les 
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artistes parvenaient à augmenter beaucoup la précision des instruments «le 
mesure, il faudrait, pour n'en pas perdre le bénéfice, augmenter parallèle- 
ment l'approximation des Tables. 

44. I.a fonction '^{m,x), étudiée dans mon Mémoire sur les radicaux 
s'exprime très simplement au moyen de l'exponentielle et du lofjarithme 
népérien. Son premier développement étant 



puisque la série représentée par T (R. 14) n'est pas autre chose (jue 
X(i + /) qui fournit le premier développement de l{x) (5), on a identi- 
quement, au bout de tous les chemins imaginables, 



+ (" 



^j — em;w (2,1). 



Comme l'exponenliellc est indéfiniment olotrope el que le logarithme né- 
périen ne cesse de l'être qu'en j: = o, cette valeur de .c est la seule qui soit 
critique pour cette fonction composée (2, III). En étudiant la fonction ^'i 
nous avons vu ce qui s'y passe quand m est réel (lî. 42). Pour m imagi- 
naire, cette, /onction n'y est jamais olotrope, car Tadjonclion à un che- 
min quelconque d'un anneau direct ceignant le point ;r = o augmente l(x) 
de 2Triet,par suite, multiplie la fonction pare"-'"', facteur qui ne peut être 
égal à I == e'-*"', parce que m n'est pas un nombre entier. 

Pour rappeler h la fois les propriétés caractéristiques de cette fonction, 
identiques à celle des monômes entiers (R. 21, 23) et les valeurs qu'elle 
prend quand m est réel commensurable, on pose 

45. On rencontre encore d'autres expressions compliquées d'expo- 
sants non réels commensurables ; les considérations précédentes en four- 
nissent facilement l'interprétation. Par exemple, au lieu de x'^, il faut lire 
^(x,x) = c''^'\ etc. Mais les questions de ce genre offrent le plus médiocre 
intérêt. 
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CHAPITRE I. 

SLR LA DIVISIBILITÉ DES NOMBRES. 



1 . L^id(^e de nombre a son origine dans la considération de plusieurs objets dis- 
tincts. 

C'est une notion qui s'attache à cette considération, où Ton fait abstraction de 
la nature des objets, et qui est, d'après notre conviction intime, indépendante de 
Tordre dans lequel on envisage successivement les objets donnés. 

Ce dernier point est essentiel et constitue, à proprement dire, le seul axiome 
de toute la science des nombres. Peut-être même est-il possible de ramener cet 
axiome à quelque chose de plus simple encore. 

Si Ton se rappelle, en effet, que Ton peut passer d'une permutation à une autre 
par une série de transpositions opérées sur deux éléments voisins, il semble qu'au 
fond il suffit d'adopter l'axiome dans le cas de deux objets. 

Mais, sans insister sur cette question, nous nous bornerons à observer que les 
relations exprimées par les équations 

a-\-b = b-hay a -h 6 H- c = a -h (6 -+- c), ..., 
abc = bac = c(ab), 
a(6-4-c) = a6-H ac, 



• • » 



• • » 



doivent être considérées comme des théorèmes qui découlent de l'axiome fonda- 
mental qui donne naissance à l'idée de nombre. 
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î2. En comparant un nombre a avec les multiples o, 6, 26, ... d'un second 
nombre 6, deux cas peuvent se présenter. Ou bien a est égal à un multiple de b, 
alors a est divisible par è, b un diviseur de a, ou bien le nombre a tombe entre 
deux multiples consécutifs de b. Dans ce dernier cas, il existe un nombre m tel 
que a = mb -h c, c étant positif, mais inférieur à b, 

3. Étant donnés plusieurs nombres a, b, c, . . .<, Ij on peut toujours trouver des 
nombres qui sont en même temps divisibles par a, par 6, ..., par /. Parmi ces 
nombres qu'on appelle communs multiples de a, è, c, . . ., /, il y en a un néces- 
sairement qui est le plus petit et qui s'appelle le plus petit commun multiple des 
nombres a, 6, c, . . ., /. 

Théorème I. — Le plus petit commun multiple m des nombres a, b, c, . . .,•/ 
divise exactement tout autre commun multiple M de ces nombres. 

En effet, si M n'était pas un multiple de m, la division de M par m donnerait 
lieu à une relation 

M = km -H m', 

où /?i/ serait positif, mais inférieur à m. Or on reconnaît immédiatement que m' 
serait encore un commun multiple de a, 6, c, . . ., /, ce qui est absurde, puisqu'on 
suppose qu'il n'existe pas un tel commun multiple inférieur à m. 
Il est clair qu'on peut énoncer ce théorème encore de cette manière : 

Théorème l^. — Si un nombre M admet pour di\>iseurs les nombres a, 6, 
c^ . .., l, le plus petit commun multiple rfe a, è, c, . . ., / sera encore un divi- 
seur de M. 

4. Le plus petit commun multiple des nombres 

rt > ft > c >. . .> / 

est évidemment au moins égal à a, et il ne peut être égal à a que dans le cas où 
b, c, . . ,^ l sont des diviseurs de a. 

5. Un nombre qui divise à la fois a, b, c^ . , ,^ l s'appelle un commun diviseur 
de ces nombres. Parmi ces communs diviseurs, il y en a nécessairement un, plus 
grand que les autres, et qui s'appelle le plus grand commun diviseur de a, 
b c l 

Théorème II. — Le plus grand commun diviseur des nombres a, b, c, . . ., 
/ est un multiple de tout autre commun diviseur S' de ces nombres. 

Soient, en effet, 0, 0', S^', ... les communs diviseurs des nombres donnés. 
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Puisque a est divisible par 3, o', 8", ..., il est encore divisible par le plus petit 
commun multiple de 8, 8', 3", . .., et il en est de même pour 6, r, . .., /. Par con- 
séquent, le plus petit commun multiple de 3, 8', 8", . . . est encore un commun di- 
viseur de a, bf Cy . . ., /. Ce plus petit commun multiple est donc nécessairement 
égal à 3, et 8', 3", . . . sont les diviseurs de 3. L'ensemble des communs diviseurs 
de rï, 6, c, . . ., / est identique avec l'ensemble des diviseurs de 5. 

6. Pour chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de «, 6, c, . . ., /, on peut diviser 
ces nombres en divers groupes, chercher le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des nombres 
contenus dans ces groupes, ensuite le p. g. c. d. (p. p. c. m.) des nombres ainsi 
obtenus. 

On pourra donc ramener le problème toujours au cas où il n'y a que deux 
nombres a et 6, et, dans ce cas, l'algorithme d'Euclide conduit de la façon la plus 
simple à la connaissance du p. g. c. d. Par une suite de divisions, on obtient les 

relations 

a = qb H- r, 

b =q'r H-r', 

r = (j^r -h r", 



f,{k) =3 q{k-¥t) p{k-^\) ^ 



et rf*+«^ est le p. g. c. d. de a et b. 

Soit 3 le p. g. c. d. de a, è, c, .. ., /, alors les nombres m«, mb^ .. ., ml sont 
tous divisibles par m 8, leur p. g. c. d. est donc nécessairement divisible par m 3, 
mais on reconnaît immédiatement que ce p. g. c. d. est exactement m 8. 

Pour abréger, nous emploierons quelquefois les symboles 

(a, 6, c, . . ., /), 
|a, 6,c, ..., /| 

pour désigner respectivement le p. g. c. d. et le p. p. c. m. de a, è, . . ., /. 
On a donc 

(ma^ mb, . . ., ml) = m x (a, b^ ., ., l) 
et de même 

I ma, mb, . . ., m/ | = m x | a, 6, . . ., /|. 

De là on peut conclure le lemme suivant qui est souvent utile. 
Lemme. — Soient d le p, g, c, d, (p* p^ c, m,) des a nombres 

■ 

a, rt', a", . . . , 
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e le p. g. c. d. (/?. /?. c. m.) des ^ nombres 

6, 6', b'y . . . , 
alors le p, g, c. d, {p. p, c. m,) des a^ produits 

ab^ ab' , ab", ..., a'b^ a'b', ..., a" 6, a'b\ 
est de. 

En effet, les p. g. c. d. (p. p. c. m.) des divers groupes 

ab, ab\ ab" . . ., 
a' b, a' b' j a' b", . . . , 
a*6, a' 6', a'b', ..., 



• ••• • m • ^ ••••• ••• 



sont respectivement ae^ o!e^ cJ'e^ ..., et le p. g. c. d. (p. p. c. m.) de ces der- 
niers nombres est de, 

7. La recherche du p. p. c. m. peut se ramener toujours à celle du p. g. c. d., 
et réciproquement. 

Le p. p. c. m. de a^ 6, c est de la forme 

abc bc , ca ab 

— — z= ax —: = b X —=: c X -p , 
a a a d 

donc d doit être un commun diviseur de hcy cUj ab, Pour avoir le p. p. c. m. , 
il faut évidemment prendre pour d le p. g. c. d. de bc^ ca^ ab. 

Théorème IIL — Le p, p. c. m, {p. g, c, d,) de a, 6, c, . . ., / est égal cm pro- 
duit abc. . ./ divisé par le p. g. c, d. {p. p. r. m,) des produits 

bc...lj rtc.../, ..., abc... A'. 

8. Dans le cas de deux nombres a et b^ le produit du p. g. c. d. et du p. p. c. m. 
est ab. Cette relation n'a plus lieu dans le cas où Ton a /i nombres. Cependant 
on peut rétablir Tanalogie, et il faut, pour cela, considérer, non seulement le 
p. g. c. d. et le p. p. c. m., mais une suite de n nombres qui dérivent d'une façon 
particulière des nombres donnés. 

Nous allons entrer dans quelques détails sur cette théorie, comprise dans des 
recherches plus générales de M. Smyth dont nous aurons à parler plus loin. 
Considérons n nombres 

(A) aj b, r /. 
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Prenons deux nombres, par exemple a el b, de ce sj'slème el remplaçons-Ios 
par leur p. g. c. d. el leur p. p. c. m. On aura ainsi un second système (A,) 

a\ b', c, ..., l. 

En répétant la même opération sur (A,) pour en déduire un système (Aj), puis 
un système (A,), .... on finira toujours par obtenir un système dans lequel deux 
nombres quelconques sont eux-mêmes leur p. g. c. d. et p. p. c. m., c'est-à-dire 
l'un de ces nombres divise l'autre. Si l'on ordonne les nombres de ce système dé- 
finllir par ordre de grandeur croissante 



et divise e/i+i, et nous dirons que ces nombres forment le système ré.duil. et est 
le k^'"' nombre réduit. En effet, on verra que ce système réduit est unique et in- 
dépendant de la manière dont on a dirigé les opérations. 

9. Pour faciliter un peu le langage, nous dirons que deux nombres forment un 
couple réduit lorsque l'un de ces nombres divise l'autre. Il est clair que, si a et 
It sont un couple réduit, les gi-oupes (A) el (A,) sont identiques; on peut donc se 
dispenser de combiner les couples réduits. Si tous les couples de (A) étaicut ré- 
duits, ce groupe serait déjà le système réduit. 

Nous allons faire voir qu'en combinant deux nombres qui ne forment pas un 
couple réduit, on augmente toujours le nombre lotal des couples réduits. 

Considérons, pour cela, tes divers couples réduits de (A). On peut distinguer 
les quatre catégories suivantes : 

i" Les couples réduits/, ^ qui ne renferment ni «, ni h. Il est bien clair que 
ces couples réduits se retrouvent dans (A, ). 

2° Les couples réduits a, / qui renferment le nombre n clqui sont tels que b,/ 
n'est pas un couple réduit. Dans ce cas, au moins un des couples a', f el é'. f 
sera réduit, et ils peuvent l'être tous les deux. En effet, si/divisc a, il est clair 
1 divise aussi b' , el, si / est multiple de n, il sera aussi multiple de a'. [On 
(o,«),4'=t«,'l-] 

pies réduits 6, /qui renferment le nombre b et qui sont tels que 
o, /n'est pas un couple réduit. Il est clair que ce que nous venons de dire |>our 
le second cas s'applique encore ici. 

4° Les couples réduits «, /qui sont tels que ft, /est en même temps un couple 
réduit. Dans ce cas, on reconnaît facilemeni que les couples «', /et //,/sonl 
aussi réduits tous les deux. Il suffit d'examiner successivement les trois bypo- 
tbèses possibles : /divise n el 6;/ est multiple (le (f el de /»;/ divise l'un des 
nombres a, b et est multiple de l'aulre. 



qu 

suppose a! 
.3" Les . 



(i 
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Nous avons ainsi cnuincré déjà dans le svstènic ( A| ) au moins auLanl de couples 
réduits que dans (A). Mais le sjsléme (A,) renferme encore le couple réduit 
<'/, //, par conséquenl le nombre dos couples réduits du système (A| "> surjiasse 
au moins d'une unité le nombre des couples réduits de (A). 

Par un nombre fini d'opération^, on arrivera donc nécessaîremeni à un groupe 
de n noudires dttnl tous les couples sont des couples réduits, el qui est ainsi If 
système réduit. Il reste à faire voir que ce système réduit est unique. 

10, i >ii consiale d'abord qu'en remplaçant a et h par a' et b\ on ne chan;:e ni 
le p. f:. r. d.. ni le p. p. c. m. des nombres du système. 

Fln\i^;:eonî' maintenant les divers produits k à /.' des nombres (A), pour voir 
.^.irlle^ jijôditications résultent, pour ces produits, par le remplacement de a el // 

\jt'^ S/k-if I roduii* /. à k se composent : 

• Ikf*- }■?■ •du!* qui ne renferment ni f/, ni /;; 
.•* 1 >t'^ pr-.iduiiS' qui renferment a et b\ 
»• Ikfs |itm':!ujL* qui renferment un seul des nombres a et h. 

Il r>l ( liiii que \K «'>nl les derniers produits seulement qui sont affectés par 
le rt-nijtJiiieirjrijt -i*: <i »l par </ el //. (les produits sont, d*ailleurs, en nombre 
pair tl pcL;\cijl viTr rcrils ainsi 

*i P. <i F*". 'I r . n F*" 

/.p. />P'. AP. ^F'" 

r, I*', l*', ... étant Ir-s di\tr> produits X — i à Â — i des nombres c, /. 

l'.ii rrmîdji\int niatntenjnt '/ et A par //' el //. cela revient évidemment à rem- 
ploi t'v rliaque roupie 

..M». /'Pi. rWf^V . /iP. AI»». ... 

{.♦,» ^',tt p j; r. d. i*t son p. p. i*. m. dette opération, nous l'avons déjà reraar- 

v.< '. .*.IImi' m «iir If p. •;. r. tl.. ni <ur \r p. p. e. m. des dl\er> produits A" à k, 

! *» ' '.''^/''pH ni. \r p. ;:■ e. d. I>; »'l le p. p. c. m. M* des divers produits X' 

. / '. * • ,**,\.tt .: ' A ; m- ili.in;;«'nl y,\< eu p.is'ijnl aux nombre* « A| >. D^ et M4 sont 

r * '\ * t 11 p p. <•. m. *\r< priî'liiits A à k du système réduit 



1'. ■ . r , i< . 



M, - f ..-, . . . .'-j-i-t 
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De là on conclul les relations suivantes 

€{ -- Uj, tfj — =:- 9 • • • 1 €JL' — TT ^ • • • » Cfl — r- > 

qui mettent en évidence ce fait que le système réduit est unique et donnent 
l'expression des nombres réduits en fonction de «, 6, c, . . ., /. Les relations 

reproduisent le théorème III. Puisque e* divise e>i+i , on voit que Dj[ divise 
l}fç^iDfi__i^ Ml est multiple de M^^iMa.i; on pourrait le démontrer directement 
en s'appuyant sur le lemme du n® 6. On voit que D^v ne peut être égal à D^^i, à 
moins qu'on n'ait D| r=: D2 =^. . .= Da= 1 . 

11. Lemme. — a' et V étant le p, g. c. d, et le /?. /?. c. m, de a et bj le 
p. g. c. d. et le /?. p. c, m, de 

(m^ a) et (m, b) 
sont respectii'ement 

{m,a') et (m,b'). 

De même, le p. g. c. rf. et le p. /?. c. ni, de 

\nija\ et | m, 6 | 
sont respectivement 

I m, a' I et | m, 6' |. 

Pour démontrer la première partie, on remarque d'abord que le p. g. c. d. de 
(///, a) et (m, b) est évidemment (/?i, rt, b) = (m, a'). Cela étant, pour démontrer 
(jne (/??, b') est le p. p. c. m. de (//2, a) et (m, 6), il suffira de faire voir que 

{m,a)x (/Hj b) = {m,a')x(pi,b'). 
iMais cela est évident; car, d'après le lemme du n**6, on a 

(m, a) X (m, b) = (m', ma y mb, ab) = (m*, m«', ab ), 
(nty a') X (w, 6') == (m', ma', mb', a'b' ) = (m^, ma' y a b'). 

Pour la seconde partie, on remarque d'abord que le p. p. c. m. de |///,r/| et 
I m, 6 I est évidemment | /??, a, 6 | = | /w, è' | ; et ensuite il est clair que 

I //i, a I X I m, 6 I = I m, a' I X I m, 6' |. 



T.-i. HTIKLTJK8. 



Un tuMirliil «lo vv IriiiiiH* (\\tv Inn riomhrrs r/*diiit9 de 



«mil 



(//i.ro, (ni, h), (/n,r), ..., (m,/) 
(m.f'i), (//i,r,), (m,r,), ..., (m,c„). 



hr in(^niit| Ion noiulimt nSliiilH do 



<k«MH 



|m, «il. Im.AL |/M,r|, ...» |w, /| 
|w»rj. |w»ri|, Im.^-jl» ...» |m,f«|. 



N N\m^ i^\ou^ oou!«iidoiv» dttUH lo n** i(K les divers produits k à Âr des nombres 
^♦v ^l » » » / ^^^ <^*^ ïi<'*^ *!«' ooirt» ou avttil oonsidôrt^ simplemeni les divers groupes 
< A t, u\^\ poMi^ ou toimor lo* pivduils» mais pour on prendre !e p. g. c. d. oq le 
p p V u^ X sM^ M^V\ul «inixo <iu\ uSuluis suixunls : 

* \ ^'^^ ^^' p, 4i. c *l \U* *• . ^ . o ' / ■ : 



pH^H\ A^^^^^ 



» • 



• • 



» 
« « 



t. », ■ . «. >. i". . . . 



c.: 



l M» -V^ \ I I ■ ■ 



X\ x»^ 



» . 



X. 



. t 



U •« . 



4 



\iV 



• <• 



•-C ^ ■*! ."ifc; 



^ - #-• 



: ^-. '-Mimu^ «Vr— 



» T 



<.*■'. » . . -. -Tl. T*. -•■-. 
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mais cela est évident d'après le lemme précédent, puisque (a, b) = i par hypo« 
thèse. 

On déduit de ce théorème les conséquences suivantes : 1° Si c est aussi premier 
avec a, bc est premier avec a. Il est facile de généraliser ce résultat ainsi. Les 
nombres 

€1 • Cl j M } • • • } 

6, b\ b'f . . . , 

étant tels que chaque nombre a, a', . . . est premier avec tous les nombres b, b\ ,,,, 
le produit aa'cf. , . est premier avec bb'b". . ., a'^ est premier avec 6". 2** Lorsque 
bc est divisible par a (a et è étant premiers entre eux), c est divisible par a. 

14. On dit que plusieurs nombres a, fe, c, . . . , / sont premiers entre eux lorsque 
deux quelconques d'entre eux le sont. On peut remplacer cette définition par la 
suivante qui lui est équivalente. Plusieurs nombres a, 6, c, .. ., / sont premiers 
entre eux lorsque a est premier avec bc.l^ b avec crf. . • /, . . ., enfin k avec /. 

Le p. p. c. m. des nombres a, by c, .. .^ l, qui sont premiers entre eux, est égal 
à leur produit, et cette propriété est caractéristique. En effet, ayant 

\ Uf bf Cf . . . , / I = abc, . . /, 

il est impossible que deux de ces nombres aient un diviseur commun >• i. Car, si 
divise a et 6, 



est un commun multiple de a, b^ Cy . . ., /. 

Un nombre admettant les diviseurs a, b^ c^ ...^ l premiers entre eux, est divi- 
sible par leur produit abc. • ./. 

On peut dire encore : les nombres a, bjCj .. .^ l sont premiers entre eux lorsque 
le {n — iy*n»e nombre réduit e„-^ = i. En effet, e„.i est le p. p. c. m. des nombres 

(a, 6), (a,c), (b,c)y ..., (A:,/). 

On a alors aussi 

^1 = Cj = . . . = en-i = «»-i = I , 
^n= abc. . ./. 

Pour que plusieurs nombres a^ b, c^ ., ,j l soient premiers entre eux, il ne 

suffit pas que leur p. g. c. d. soit égal à l'unité, il faut que le p. g. c. d. D„_i des 

produits 

bc,.,lf ac.../, .»., abc,..k 

soit égal à Tunité. {Voir le théorème III et la fin du n** iO.) 

IV. — Fac. de T. 1 
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I^RMMK. - /-*• />. 4*^. r. ^/. (ies^ nomhr<*s m, a^ b étant Vanité, on a 

Kn «^Hel, (l'nprt^s lo lommo du n** 0, 

^m, <i) X v'w» 'O =^ l'w*» w^» ''•^^ «^). 
Or 

^wi*» wifi» /mA> — w X {,m. Cl» 6> = w 

«l'aprt^s rinpollu^sc. 

IMiis purUrulit^rtMiUMil, on aura 

lor>^|uo «I ol /» son! piviniors onhv tMix. (^.e résultai peul se généraliser îtiiinédîa- 
ItMuont aiii'ii. 

riii'oRkMK V. - - A<*5 nombres «i, /»• r t étant premiers enire eujr. on a 

ttemanfue. — iV ivsului osi compris aussi comme cas particulier dans le> 
pr\^|H>silions oblenuos dans lo «* IL Kn efleL le /i**** nombre rêduil de 

cVsl«à-dire leur p. p. o. uk esl èi:al à 

Kn suppv^saut .:, ^, «.' / prvniuv^ en Ire eu \, oa reln>uve le théorème ci-<iessus. 

l^n |H*ut eu tirer la eousc\jueiKV *jae \oioi. Les nombres «r, b. c i etaDi pre- 
miers entre eu\. un vlî\iseur ; vio leur prvxiuîl jv^at être toujours mis d^une seale 
t\i\^vn s<^u> Ij forme 



■« — - •■ 



*-> 



ù : à:\î>-f :. ^ divise i^. . . .' i.\ s<r .\ ta e5ft. si cette déoxBp>Jsitioa h a Ëic- 
leurs e>t j'os>:L^.^. : :.v; i-.*-.>c:r : t:: :. eî par coasé^juent .:, î . 
Mais, i jvres .c :ri''vrr':r:- \ . *: jl 



- - r - r ■ 




On peut donc conclure : 

Théorème VI. — Les nombres n, b, c, .... / éinni premiers entre e 
obtient toits tes diviseurs de leur produit abc . ..f, et chaque dis-iseur une seule 
fois, en multipliant chaque, diviseur de a par clinque dii'Isnur de b, . . ., par 
chaque diviseur de l. 

Corollaire. — En désignant par _/(/») le nombre des diviseurs ( 
somme de ces diviseurs, ou la somme de leurs A"'"' puissances), on u 

lorsque a, b, c, . . ., l sont premiers entre eux. 

15. Tout nombre a (excepté l'unité) a au moins les deux diviseurs net i. Tout 
nombre qui n'admet pas d'autres diviseurs s'appelle nombre premier. Nous ne 
compterons pas l'unité parmi les nombres premiers : les plus petits nombres pre- 
miers s 

1, 3, 5, ;, |[, i3, 17. 19, ï3, ag 

Tout nombre qui n'est pas premier est dit composé. Va nombre composé a est 
toujours égal à un produit 6c dont les facteurs sont )> 1 tous les deux. 

Soient p un nombre premier, a un nombre quelconque ; si p ne divise pas a, 
a eip seront premiers entre eux. 

Lorsqu'un nombre premier p divise le produit abc. . ./,/> doit diviser au moins 
un des facteurs a, b, c, .. ., l; car, dans le cas contraire, p serait premier avec a, 
avec b, . . ., avec /, pur conséquent premier avec abc. . . / et ne pourrait diviser 
ce produit. 

Théorème VII. — Tout nombre composé admet un diviseur premier. 

En effet, il est clair que le plus petit diviseur, surpassant Tunitc, d'un nombre 
composé, est nécessairement un nombre pi 

Théorème VIII. — Tout nombre composé est égal à un produit de /acteurs 
premiers ou, comme on dit, il est décomposable en /acteurs premiers. Cette 
décomposition ne peut se faire que dhtne seule manière. 

En effet, mettons le nombre composé a sous la forme d'un produit 



de facteurs ^ 1 , de toutes les manières possibles. Le nombre de ces facteurs s 
toujours inférieur U n, en supposant 3''|>n. Parmi ces produits égaux à a, il y 
en aura donc un, au moins, dans lequel le nombre des facteurs est le plus grand. 
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Soit 

un lel produit, il est clair que tous les facteurs sont des nombres premiers; car, 
si par exemple p% était composé» on pourrait obtenir un produit égal à a et 
renfermant A* -f- i facteurs. 

Remarque, — Il est clair qu'on obtient toujours par un nombre 6qî d'essais 
les divers produits égaux à a que nous considérons. 11 suffit d^écrire les nombres 

de prendre leurs divers produits un à un, deux à deux. ...,a — là/i — i (avec 
ré[>étitions^ et de ne conserver que ceux de ces produits qui sont égaox à a. 

La première partie du théorème se trouve ainsi démontrée; quant à la seconde 
partie, supposons deux décompositions en facteurs premiers 

« =PiPiPi"''= ÇiÇtÇi 

H est clair que ^i doit diviser le produit ptpzpt- — et, par conséquent, on des 
nombres />|. p^y p^n ... : donc ^i est égal à un de ces nombres, par conséquent 

On en conclut 

PtPi"'— ÇtÇi- --'^ 
d*où 

Pt= ^t 

Le théorème étant ainsi complètement démontré, on voit qu^on peut mettre an 
nombre quelconque, et cela d*une seule manière, sous la forme 

p^q?rT 



/>, Y* r. . . . étant des nombres premiers distincts, z, ^, y- — ^^^ nombres quel- 
conques. 

On peut déduire ce théorème aussi du théorème Vil. 

16. Pour que deux nombres soient divisibles Tun par Tantre, il faut et il sailSt 
qu'en avant décomposé les deux nombres en facteurs premiers le diviseur n*ait 
pas d'autres facteur? premiers que le dividende, ot que ces facteurs ne figurent 
pas dans le diviseur avec de plus gran Js exposants que dans le dividende. Cela 
est évident d'après ce qui précède. 

A l'aide de ce résultat, on peut reconnaître immédiatement la vérité de tons le> 
théorèmes que nous avons obtenus sur le p. p. c. m., le p. à;, c. d., etc.. en snp- 
posant tous les nombres décomposés en facteurs premiers. Nous n'iosisterons 
pas sur ce sujet, cependant on doit remarquer que ce n*est là* à proprement 
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parler, qu^une espèce de vérification; cela devient sensible surloul lorsque! s'agit 
de propositions plus compliquées, comme celles du n** H sur les nombres réduits. 
Mais nous devons expliquer encore comment on obtient immédiatement les nom- 
bres réduits de a y b^ Cy .... /, lorsqu'on a décomposé ces nombres en facteurs 
premiers. 

Supposons donc 

^ — F \ rt • • 'H/i ' 

...... ...•••..••) 

I^our plus de symétrie, nous avons introduit partout les mêmes nombres premiers 
Pi'» Pi^ . . ., pfcy ce qui peut se faire en admettant pour les exposants aussi la va- 
leur o. 

Considérons les exposants de pi 

*/> P/» Yi» • • • I ^i- 
Supposons qu'en les écrivant par ordre de grandeur croissante on ait 

Alors on aura 

^i=pVpV"PV^ 



C'est ce qu'on vérifie directement en remarquant, par exemple, que 

esl bien, avec ces valeurs de ^1,^2, ...,e/,, le p. g. c. d. des produits A* à A* des nom- 
bres a, 6, c, . . ., /. On vérifie encore sans peine les expressions des e^ que nous 
avons obtenues dans le n° 12. 
Les diviseurs de />* sont 



leur nombre est a -+- 1 , leur somme 



P — ^ 
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Un nombre quelconque 
admet donc 

diviseurs, et leur somme est 

/> - - I 7 — 1 /• — I 

17. Décomposer un nombre donné en facteurs premiers, c'est un problème 
dont la solution exige un grand nombre de tâtonnements. On a imaginé de nom- 
breux artifices pour abréger le travail; mais, quoi qu'on fasse, cette décomposi- 
tion est, en réalité, impraticable pour un nombre un peu grand. Aussi seraiuil, 
par exemple, à peu près impossible d'obtenir de cette façon le p. g. c- d. de deusL 
nombres de douze à quinze chifllres ; Talgorithme d'Euclide conduit sans trop de 
peine au but. 

On voit par là que ce n'est pas seulement en se plaçant au point de vue théo- 
rique qu'on peut exiger de ne pas faire intervenir la décomposition en nombres 
premiers dans des questions où ces nombres premiers ne figurent pas expressé- 
ment. 

Il y a une infinité de nombres premiers. En effet, p étant un nombre premier, 
on peut toujours trouver un nombre premier plus grand que />. Soit, pour le 
montrer, 

P = 2 X 3 X. . .xp 

le produit de tous les nombres premiers qui ne surpassent pas p. Mettons le 
nombre P d'une façon quelconque sous la forme d'un produit de deux facteurs 

P = AB, 

alors il est clair que le nombre N = A -f- B n'est divisible ni par 2, ni par 3, . . . 
ni par/;. En décomposant donc N en facteurs premiers, on trouvera nécessaire- 
ment des nombres premiers qui surpassent/?. 

Remarquons avec M. Cavley que, si l'on prend A = P, B=:i, les nombres 
N-i-i, N-f-27 ..., N-l-/? — I sont tous composés; d'où l'on voit que la diffé- 
rence de deux nombres premiers consécutifs peut surpasser un nombre donné. 

18. Voici une proposition dont on a besoin quelquefois. Il est toujours pos- 
sible de mettre le p. p. c. m. des nombres «, 6, c, ..., / sous la forme d'un pro- 
duit 

a' ù' c' . . ./', 
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dont les facteurs sont premiers entre eux et divisent respectivement a^ 6, c, . . ., 
/. Adoptons les notations du n** 16, le p. p. c. m. est 

Écrivons les nombres a, 6, c, . . ., / Tun au-dessous de Tautre. Écrivons ensuite 
le facteur />'• à côté d'un des nombres a, 6, c, . . ., / qu'il divise (un au moins de 
ces nombres est divisible par />'•). Faisons de même pour p^'^'P'k* Alors on 
prendra pour a' le produit des nombres qu'on aura écrits à côté de a (a' = i 
lorsque aucun nombre ne se trouverait à côté de a), de même pour 6', c', . . ., /'. 

11 est clair qu'on obtiendra toujours au moins une solution; elle est unique dans 
le cas où, parmi les nombres «, 6, . . ., /, il n'y en a qu'un seul divisible, soit par 
//,', soit par p'^y etc. Dans le cas contraire, le problème admet toujours plusieurs 
solutions. 

19. On peut toujours obtenir une solution, sans décomposer les nombres a, 
/>, r, . . ., / en facteurs premiers et uniquement à l'aide de l'algorithme d'Euclide. 

Mais, pour abréger, nous nous bornerons au cas de deux nombres a et 6, d'où 
il est facile, du reste, de remonter au cas général. Soit (a, b) = rf, et calculons 



ir ")'-■■ ir ")''■■■ 



a' et b' seront premiers entre eux, puisque ^ et ^ le sont; d sera donc divisible 

par leur produit, soit 

d=a'b'd' 
et puis 

d'^a'b'd', 
d'=a"'b'"d", 



En continuant ainsi, on finira toujours par arriver à un couple 

car 

d=a'b'd'=^aa'b'b''d''=a'aa'^b'b b^'d"^,... 

On aura alors 



lo 
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Mais, pour obteoir ces solutions, il faut absolument recourir à la décomposition 
(le rf^*- en facteurs premiers : l'algorithme d'Euclide seul ne peut pas les faire 
connaître. 

t2(). En jetant maintenant un coup d'œil sur le chemin que nous avons par- 
couru, on reconnaîtra que la théorie de la divisibilité des nombres repose sur ce 
fait, qu'étant donnés deux nombres a et 6, on peut toujours déterminer un nom- 
bre m, tel que 

a = mb -H c, 
où 



Si Ton considère les nombres complexes a -h bi(^i^=\/ — 1), on peut établir une 
relation analogue, et de là découle, pour ces nombres, une théorie de la divisi- 
bilité parfaitement analogue à celle des nombres ordinaires. Nous aurons à revenir 
plus tard sur celte question et d'autres de la même nature. 

Les propositions les plus essentielles sur la divisibilité des nombres se trouvent 
déjà dans les Eléments d' Euclide; notamment on y trouve : l'algorithme pour la 
recherche du plus grand commun diviseur, la proposition qu'un produit ne peut 
être divisible par un nombre premier, à moins qu'un des facteurs ne le soit, la 
proposition qu'il y a un nombre infini de nombres premiers. 
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CHAPITRE If. 



DES CO.NGRLENCES 



1. Si la diflercnce des deux nombres a et b est divisible par an nombre M^ n 
el b sonl dits conf^rus par rapport à M; le diviseur M esl appelé le module: a el 
b sonl résidus run de l'autre suivant le module M. Pour exprimer cette relation, 
on écrit, d'après la notation de Gauss, 



'a=^b 



< inod y\ » : 



cette formule est une congruence. Il va avantage, dans cette théorie, à aclinettre, 
pour a et />, non seulement les valeurs entières positives, mais aussi les valeurs 
entières négatives. 

Si r est le reste de la division de ft par M, on a 



a T^ r \ mo«l M »: 



le reste r est ordinairement un des nombres 



O. I, 2 M — I, 

mais on pourrait le prendre aussi entre — ^ et -I- — ; d'où il suit que tout nombre 

a un résidu qui ne surpasse pas en valeur absolue la moitié du module. C^est là 
le résidu minimum, 

2. Nous allons indiquer ici les propriétés les plus élémentaires descongruences, 
il sera à peine nécessaire d'insister sur les démonstrations. Si l'on n'indique pas 
le module, il sera sous-entendu que ce module est toujours M. 
Si Ton a 

rt £= 6, fi':=b\ a'=EBb', ..., 
on aura ainsi 

a -T- a' -r- a' -^ . . .z~ b -r- ù' ^ ù -r- . . . . 

ma s= mù. 
\Je même, on aura 

aa'=~ ba'== bb' 

f't plus généralement 

fia'a\ . . =: bb' b' . . .. 

rt'«E3 b"K 
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Ainsi 

étant un polynôme à coefficienls entiers, on aura 

/"( a, a\ a*, . . . ) s/( 6, b\ b", .,, ). 

8. Supposons qu'on ait 

ma^mb (modM), 

ce qui signifie que m{a — b) est divisible par M; soit 

(m, M) = rf, 

-i\c( — b) sera divisible par -^j et, puisque -^ et ^ sont premiers entre eux, a — b 
sera divisible par -, : donc 



a^b 



(mod^) 



On peut donc diviser les deux membres d'une congruence par un nombre m y à 
condition de diviser en même temps le module par le p. g. c. d. de m et M. Ou 
aura à appliquer cette proposition le plus souvent dans les cas particuliers sui- 
vants : 1" m est premier avec M, alors rf:= i; 1^ m divise M, alors rf= m. 
Supposons encore qu'on ait 

aa'^bb' (modM), 
a^b ( mod M ). 

En multipliant la seconde congruence par «', il vient, en faisant attention à la 

première, 

ba'^bb' (mod M), 
donc 



a'=6' 



(mod^*) 



où r/= (6, M) = (a, M), car il est clair que des nombres congrus ont même 
p. g. c. d. avec le module. 

Si deux nombres sont congrus suivant le module M, ils seront congrus encore 
en prenant pour module un diviseur de M. Si deux nombres sont congrus suivant 
plusieurs modules A, B, C, . . ., L, ils seront congrus encore en prenant pour mo- 
dule le p. p. c. m. de ces nombres 

M = I A, B, C, ...,L|. 



UO T--I- STIfXTiCS. 

1^ 4:;ê% particulier \^ |iliJ4 inUremmi al celai où les modales A« B, C. , L sont 

premier* entre eut, alor^ M = AWJ. . -L. 

i. On peut rlj^trihuer l'en semble des nombres entiers en M classes, en consî- 
d/;r;int deui nombres tjfmme app^irtenant à la même classe on non. selon qu'ils 
noftt #:ongnM ou non %iji\ant le module M. En prenant dans chaque classe un 
nombres on oblienl un groupe de M nombres, qu^on appelle un systèïïne complet 
tir v/'nifliin, Ln tel système jouit i:\idemnH'nt de la propriélé qu^un nombre quel- 
ronf|iie v.%\. rori^ni à un <'l â \\n seul de ses nombres. Ln nombre quelconque a 
\m% fbiri*» wxw. ebisni? yi'wV elre considéré comme représentant la classe entière qui 
M» roMipojie «bîH riouibres // -|- My, x = o, dr i , rt '>», di 3, . . .. On désig^ne ainsi 
nouvrnt bi cliiHHe p;ir un quelconf|iie des nombres (|u*il renferme, et Ton peut ainsi 
rrtuplaccr un nombre p;ir un nonil)re congru. 

Touii b'M nouibre.H d'une ebisse ont le même p. ^. c. d. avec le modale M, et ce 
p. g. (!. d. prui être un divisrur (pi(d(!onr|ue d de M. 

( )ii peut, (Tiipr^s i:i:lii, disiribuifr 1rs classes en familles, en considérant diverses 
f'Iiinirii rcHunir iippiirteininl à une même famille, si elles ont le même p. g. c. d. 
iiviM' le module M. 

Onuduen de cliiH.Hes y a-l-il (pii sont premières avec M? Il est clair qu'il y en a 
iiutiiul ipi*on trouve parmi les noud)res 

( \ ) I, u, 3, . . ., M 

de*i nondii't*?* «pii Mtint premiers avec M. Nous désignerons ce nombre par cp(M), 
t*n nord* tpie 

l.e nombre de» ela^^ses ipii ont avec M le p. g. e. d. //est évidemment le même 
«pie eelui des uonduvH du groupe ^^A"^ tpii ont d pour p. g. c. d. avec M. Il faudra 
donr Ith ebereber parnù les nonduvs 

il 

0\\ pour \p»o \Kd^ ^l^ xi. il tant ol il <u('lit que A* soit premier avec ^- Le nom- 
b»v el^oivbe uulupio doue etunbieiK jMnni les nombrt^s 

. , . M 
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Il y a ainsi ?(-t) classes qui ont d pour p. g. c. d. avec M, le nombre tolal des 
classes ëlant M, on a 

d parcourant tous les diviseurs de M. Il est clair qu'on peut écrire cette relation 
plus simplement ainsi 

Il est facile de déduire de là la valeur de ?(M). 

5. Supposons plus généralement que deux fonctions numériques y et F soient 
liées par la relation 

(I) F(M) = 2/(^)' 

d parcourant tous les diviseurs de M. Nous allons exprimer réciproquement la 
fonction y au moyen de F. 
Soit 

la décomposition de M en facteurs premiers. On obtient Tensemble des diviseurs é/ 
de M en développant le produit 

et nous pouvons écrire d'une manière symbolique 

F(M)=/Mfi-4- i -»-...-+--î;)(n- - -4-...-4--iT:)...(H- i -h. ..H- \]\' 

On doit développer le produit du second membre et remplacer ensuite cha(|ue 
terme d par/^d). En remplaçant M par Mlp (donc a par a — i), on aura 

\P/ l \P P^'/K Ç q^l \ w aX/l 

En retranchant, il vient, si Ton fait usage dans le premier membre de la même 
notation symbolique 

F|M(.-i)|=/|M(,-Hl+...+ i-p)(.+ i+...+ ^)...(,+ i-H...-f.^)|. 
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M 



En remplaçant M par — et retranchant, il vient ensuite 



4''('-^)('-^)h-^l*K'^J=-^-^rr)-(-^^---^à) 



En continuant ainsi, on obtient (înaiement 



(2) 



H"(-?)(-i)(-0-(-=)l=/<"' 



c'est l'expression cherchée; on peut i'«*crire plus explicitement 



(2') 



/,m,.p„„-2p©-2''{^)-2'0|-.)*-- 



On rencontre souvent des fondions numériques qui jouissent de la propriété 



H) 



/{ab)=/{a)xAù) 



lorsque d et b sont premiers entre eux (voir Chap. I, n® 14-). 11 est clair qu'une 
telle fonction est parfaitement déterminée lorsqu'on connaît sa valeur pour les 
puissances des nombres premiers, mais ces valeurs-là peuvent être prises arbi- 
Irairemenl. 

On voit facilement que, si la fonction /"qui figure dans la relation (i) jouit de 
celte propriété (3), on aura aussi, a et b étant premiers entre eux, 



1 î) 



F{ah) = F(a) x F(ô), 



et Ton reconnaît maintenant par les formules (2) ou (2') que, réciproquement, si 
deux fonctions /et V sont liées par la relation (1), et si la fonction F satisfait à 
la relation (4), la fonction / satisfera à la relation analogue (3). 

Le théorème, souvent utile, de ce numéro est dû à M. Dedekind {Journal de 
C relie j t. 51, p. 21). On rétablit ordinairement par une simple vérffication. En 
exprimant au second membre de (y/) partout la fonction F par la fonction y, on 
constate qu'il ne reste que le lermey(M) : tous les autres termes se détruisent. 

(5. En revenant au cas particulier de la fonction 'f>(M), F(iM) = M, on trouve 

,<„,=M(.-i)(,-;)(,-i)..,(,-i), 

Ayant '^{(ib) = 'f (^) 'f (^>) lorsque a et b sont premiers entre eux, on peut remar- 
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qiier que, a étant impair, on a, à cause de çp(2)= i , 

o(2a) = <p(a). 
A Texceplion de cp(i) = 0(2) = i, ©(a) est toujours pair. 

7. Dans la théorie des nombres, on se propose, sur les congruences, des pro- 
l)lèmes analogues à ceux qu'on traite en Algèbre sur les équations. 

Ainsi on pose la question de trouver les nombres x qui satisfont à une con- 

gruence, telle que 

/{x) ^ o (moflM), 

où le premier membre est un poljnôme à coefficients entiers en x. 

Si Ton satisfait à cette congruence en faisant x = x^^ Xq est une racine de la 
congruencc. Il est clair que tout nombre congru a Xq suivant le module M satis- 
fera alors aussi à la congruence, mais on a Thabitude de ne pas considérer comme 
diflerentes ces solutions. Aussi, si Ton dit qu'une congruence admet k racines, 
cela veut dire k racines incongrues, ou encore, ce qui revient au même, l'en- 
semble des nombres qui satisfont à la congruence se répartit en k classes. Il 
est clair, d'après cela, qu'on obtient toutes les racines d'une congruence, en es- 
savant successivement tous les nombres d'un sj^stème complet de résidus, par 

exemple les nombres 

o, 1 , 2, . . . , M — I , 

mais ce moyen devient impraticable dès que M est un peu grand. 

Si tous les coefficients du polynôme /{x) sont divisibles par M, la congruence 
est identique, un nombre quelconque y satisfait. La congruence est impossible 
évidemment lorsque tous les coefficients dey(j:) sont divisibles par M, à l'exception 
du terme indépendant dex. 

Il est clair, du reste, qu'il est permis de remplacer un coefficient quelconque de 
/(x) par un nombre congru suivant le module M. 

8. Considérons la congruence du premier degré 

ax -i- b ^o (modM). 

Supposons d'abord a premier avec M. Pour voir si la congruence admet des ra- 
cines, mettons pour x successivement les valeurs 

o, I, 2, ..., M — I 

ou, si l'on veut, M valeurs quelconques formant un système complet de résidus. 
Il est clair que les valeurs correspondantes de ax -f- b sont incongrues, car la re- 
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a-r -^ 6 2= a y — b 



eiisrc qu'on ail //x he a y ou encore x ^^v, puisque a esi premier aTee M. 

Leâ valeurs de ax -r- h forment donc également ud système complet de résidas. 
et. parmi ces valeurs, il v en a donc une qui est congroe avec o. La concmence 
proposée admet donc une racine. 

Sup[»osons maintenant ' //, W ,=: d. Dans ce cas, il est clair <pie b doit être di- 
visible par di dans le cas contraire, la congruence est impossible éTidemaienU 
Admettant donc que h soit divisible par d^ la condition imposée à jr revient à 
celle-ci 

Puisque -m^^ -m ^od^ premiers entre eux, nous savons qu'il existe ane seule racine 

par rap[K>rt au module ^« Soit x« cette racine, l'ensemble des valeurs de jc qui sa- 
tisfont à la question est comprise dans l'expression 



.\1 



X = o, iri. =2. :r3. 



Mais il est clair que. suivant le module M, ces nombres se répartissent en €i classas. 
car les d nombres 



M M , M 

a a a 



x.^.rf-,,^ 



sont incongrus suivant le module M. mais un nombre quelconque 
congru, suivant le module M. avec un de ces d nombres. 



THéoiÊME I. — La consruence 



ax 



I mod M I 



t^st possible seulement lorsque b est divisible par d =^ {a. M). Siceiie condition 
se trouire satisfaite, elle admet exactement d racines. 

On voit que cet énoncé renferme aussi le résultat particulier qui a lien pour 
7=1. 



9. H nous reste à donner une méthode pour trouver eflectivement, 
pr'ine, la racine de la congruence 

ax -^ b^o (mod M). 



sauis trop de 
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Il (»st clair qiin nous pourrons nous borner au cas où a et M sont premiers enlre 
eux, puisque le cas général se ramène immédiatement à ce cas particulier. Ensuite 
il suffira de considérer la congruence 

ax~i\ (modiM); 

car, la racine de cette congruence étant obtenue, il suffira évidemment de la mul- 
lij>lier par — h pour obtenir la racine de la congruence proposée. Le problème 
revient donc à satisfaire à Téqualion indéterminée 

ax — M^ = I . 

On développe en fraction continue le rapport M\a ou, ce qui revient au même, 
on applique à a et M l'algorithme d'Euclide. On peut alors exprimer de proche en 
proche comme fonctions linéaires homogènes de a et M tous les restes obtenus et 
finalement le p. g. c. d. lui-même qui est i. Comme ce mode de calcul est encore 
utile dans d'autres circonstances, nous allons l'expliquer avec détails. 

Supposons qu'on ait une suite de nombres N, N,, Na, .. . liés par les relations 

Ni = o,N,-+- Nj, 

(" \ Nj =«3N3^N4, 



^k-\ = ak^k— Nat-hi, 



alors on peut exprimer successivement N par Ni et N2, par N2 et JN3, . . .. 

N = a|Ni-f-N„ 

N = (ai«,H- ONjH-aiNa, 

iN = («lajrts-h ai-h ^13 )N3-H (</|</2-h ON*, 



Introduisons un symbole 

|//l,r/,, . ..,axj, 

déterminé par les relations 

alors on aura généralement 

(,3) N = [o|,rtj, ...,^A•l^^-î-[«l,«8J ...,aA-ilNjt+,. 

IV. — Fac. de T. 
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Il esl clair cpron aura aussi 

Ni = [«j»«3« • ..,«A]^'A•-^- t^î»^j* ...»<a-ilNit+i, 

cl, si l'on substitue ces valeurs dans la première relation (i), on oblienl une 
expression de N par Ny^etN^t^.! qui doit être identique avec (3). D'où Ton conclut 



(4) 



l/ïi, rtj, . . ., ai] = ai[a^,azy . . .,«*] -+- [«j? . • .» «xl» 



ce qui donne un nouveau moyen pour obtenir par récurrence la valeur du symbole. 
A Faide de ces relations (2) et ( i), on démontrera facilement celle formule 



CO 



[rtTi, Ot. . . ., aji] ■— [a/,, ak-\, . . -, «î, «il- 



Enjoignant à Téquation (3) celle-ci 



(ft) 



Ni = [rtj, <Ï3« • • •» </A]^^l-+- [«î» «3» — <^A-i]Nji+iT 



on .1 deux équations; d'où Ton pourra tirer la valeur de Njt en fonction de N et 
N|. Mais celte valeur s'obtient aussi directement, car on obtient de proche en 
proche 

— N5= «,N — [ai,«î]N|, 

-4- N^- f«i, «s]^ — f<ïi, ''j» fH\^\^ 



Généralement, 

(7) 



(— i)*iVa= [a,, «3, . .., ai,~ i]N — |rï,, <ij, .. ,</ji_iJN|. 



En comparant cette valeur de Na avec celle tirée de (3) et (()), on a 

(8) |«i,«j, aii] X [«2i«3. . .-, a/c-i] — [«1, «îi 'U 1] X [«j,«3» ..., «xj = < — i)^-. 

Ce sont là les formules dont nous aurons besoin ; nous en donnons encore quelques 
autres qui sont quelquefois utiles. On a 

^k = [«A+l, «X+î» . . M «Ah-/]Nam-/H- |«il-»-l, • . -, «A•^-/-l]Ni^-+-/-^-l» 
^^^^-l = [«Ah-î, • • . , «A-4-/] Nxm-/ -+- [ «A-»-î» • • • 1 «A-»-/-l ]NiH-/-f-|. 

Substituant ces valeurs dans (3\ on a l'expression de j\ par N/t^/ et N^^/. ,, 
expression qu'on peut obtenir aussi en remplaçant A* par A* -h / dans la même for- 
mule. On trouve, par comparaison, 

- [<'!» «î, •••»«*] X [«A+l» . . .,«A4-/] H- l«li «J, .. .,«X-l] X |^it+ti •••» ^'A-K/]- 
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Enfin nous ajouterons la relation suivante 

(10) [«1, Oï, . . ., a,.; ^,, ^,, " .ybs\cx,c^, . • ., q] X [^1, ^j, .. ., ^,1 
— 1^1» • . . , ûT/. ; 6>i, ...,05] X [fc»i, . . • 1 ^j> Cil . . ., C/] 
— {— i)*[cri, a„ . . ., «r-i] X [cj, C3, . . ., C/] 

([ui, pour r z= / r= I, reproduit la formule (8) et, pour 5 = o, la formule (9). 

10. f^our appliquer ces relations à la solution de l'équation 

ax — ^\y = I, 

on prendra N = M, N|^::rt. Comme ces nombres sont premiers entre eux, on 
finira par trouver N;t= 1 , N/t^i =1^ o, de manière qu'on ait 

M = [«1, ai, . . ., ax], 
a = [«2, . . ., cr^.], 

(—1)^= [aj, aj, ..., ak-i] X M — [ai, a,, ...,aA_i] x a. 



On peut donc prendre 



y = (—1)*-* [«î, «8, . . . , «A-il- 



Si Ton fait le calcul de la manière ordinaire, le dernier quotient an est au moins 
égal à 2, et l'on peut le remplacer par les deux quotients an — 1 et i, de manière 
que le nombre total des quotients est à volonté pair ou impair. Il est à peine 

besoin de dire que 

M fai,a,, ...^oaJ i 

— = r = a| -h 

a [aijas, . .., a^J 1 



«8-+--. I 

•H 

Cik 

On voit sans peine que, x^^y^ étant une solution particulière de 

ar — Mx = I, 
la solution la plus générale sera renfermée dans les formules 

(/ = 0, ±:l,±2, ...; 

y =yo+at ) 
Il est clair aussi que l'équation indéterminée 

ax -^ by = c 
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5era im|>Oj»siliie ?i r n'est |ia§ di\isilile par </= '#. ^ . Mais, si celte condition est 
satisfaite, il v a toujours une intloilé «le solutions. S«iit x«. i'« une solution |»ar* 
ticiilièn'. la solution la plu^^ j^énénl*- s»'ra 



/y 
-r - -j- . f 



-ri'i 



l = o. mi. i=:a- -- 



.»-.».;{'» 



11. Nous allons con<«idérer mainlf-nanl If- iiniblt-me suivant, qui stf» rencontre 

1res souvent : 

Troui'ffr toux U*% nombres x ^jui sntisfont an ^ysi^me suii'ani He n cnn- 

firuences 



r "Eiz 1 ( nrioij A I. t -.-. '^ • niMiIB . jr .- " • rn<iilC . 



jr ^ y 1 mod L 



Soil M le [I. [i. c. m. des modulf.-^ A. H. il L, il esl clair que. si la valeur 

./• ITT Xi, sali-jfail aii\ condilions. il en s^-ra dr mênu'ile toutes celles comprises dans 

U formule 

T — W f • f = o. m . m i. . . . , . 

Héci|>roqueinent, si l'on a deux solutions jTo ♦•! jr,. la différence Xg — x. doit être 

di\isilile par M, )»ui>qu'elle e^t divisilile [»ar A. par H par L. H résulte de là 

que. parmi les nonilirr»** 



G. I. -2. 



M -I 



formant uu s\stêm«* complet de résidus pour le module M. il v en aura tout au 
plus un qui satisfait aux conditions, et nous pou\ons dirt* : 

Si le prolilême propos*' admet des solutions, ces solutions seront toutes ren- 
fermées dans la formule 

' mort M -. 



jr =1= a 



où a est uu nombre déterminé de la série o. i M — i . 

Mais, si aucun des nombres o, i M — i ne satisfait au problème, on sera 

asHiiré que le problème est impossible et n'admet aucune solution. 

Supposons maintenant d'abord que A, B, C L soient premiers entre eux« 

alors M = ABC. . . L. Si l'on divise maintenant chacun des nombres 

o. I . ■/ M — I 

par A. par B. .... par L, on obtiendra en tout M systèmes de résidus qui seront 
tous différents. Mais, d'autre part, on ne peut donner à a que A valeurs, à ^ B va- 
leurs, et^:., en sorte que le nombre total des systèmes de résidus possibles est M. 
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En divisant donc les nombres 

O, 1, 2, . . . , M — I 

par A, B, C, . . ., L, on obtiendra effectivement tous les systèmes possibles de ré- 
sidus, et chaque système une seule fois. 

Thivouème 11. — Les modules A, B, C, ..., L étant premiers entre euXy le 
système des con^j^ruences 

x^^ (mo(JA), J7 == p (modH), .... x -:^\ (modL) 

admet toujours des solutions y renfermées toutes dans la formule 

X ^= a ( mod M ), 
oit 

M = ABG...L. 

12. Lorsque les modules A, B, C, . . ., L ne sont pas premiers entre eux, M est 
plus petit que le produit ABC. . . L. 

Or il y a toujours A, B, C, . . ., L systèmes de résidus possibles (si l'on prend 
a, [3, Y, . . ., A arbitrairement). Mais le problème ne sera possible que si le système 
a, [3, >% . . ., X se trouve parmi les M systèmes de résidus qu'on obtient en divisant 
les nombres 

o, I, 2, . . ., M — I 

par A, B, C; . . ., L. On voit donc que, dans ce cas, le problème ne sera pas pos- 
sible toujours : il faudra, pour cela, que a, p, ..., A satisfassent à certaines con- 
ditions que nous énoncerons plus bas. Mais toujours, lorsque le problème est 
possible, la solution est donnée par une formule 

X == a (modM). 

13. Revenons au cas où A, B, C, . . ., L sont premiers entre eux pour voir com- 
ment on obtiendra la solution x "=: a (modM). 

Puisqu'on doit avoir x = 7. (mod A), on posera 

ar = a -h A^, 
et il viendra 

A7 = 3 — a ( mod B ), 

A^ ^ Y — * (mod G). 
La première congruence donnera 

on substituera cette valeur dans les autres congruences, etc. 
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On remplacera cette méthode souvent avec avantage par la suivante îodîquée 
par Gaiiss. 

Déterminons d'abord les nombres auxiliaires a', ^' // par les con^ruences 



BCD...La'==i 


( mod A K 


\CD...L3 _i 


( mod B ), 


ABD...L7 .-I 


( mod C ». 



AB...Ka'£^i 



( mod L I. 



alors on aura 



X -- 



BGD. 
ACD. 
ABD. 



. .Laa' 



I *'V 



— ABC...KÀA' (mod M = ABC...L). 

On vérifie, en effet, immédiatement que cette valeur de x satisfait aux congruences 
proposées, et il est facile de s'apercevoir que cette méthode revient à résoudre la 
question successivement dans les cas particuliers où Tun des résidus a, ^, ...,/. 
est I et où tous les autres sont o. On compose ensuite la solution générale avec 
ces solutions particulières. Il est clair que cette méthode sera surtout avantageuse 
lorsqu^on aura à résoudre le même système pour diverses valeurs des résidus a 

^3 A, les modules A, B, ..., L restant les mêmes. Les mêmes nombres a', 

^3' a' servent alors pour les diverses solutions. 

14. Revenons maintenant au cas général où les modules A, B, ..., L ne soiii 
pas premiers entre eux. On peut d'abord poser comme tout à Theure 



X = a -:- A 1', 



et la seconde congruence deviendra 



A V =:= 3 — 2 ( mod B 



Il faudra donc que p — a soit divisible par (A, B; = d. Si celle condition n^esl pas 
satisfaite, le svstème n'admet aucune solution. Mais, si elle est satisfaite, on aura 



1^ 



«/ =;o, zri, ±1 a, ...) 



et, par conséquent, 



X £= 2 -^ Aj»'o 



^mod -j- ) . 
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et celle congruence remplace maintenant les deux premières j:* eee a ( inodA ), 

4 O 

X :^ ^fi (modB). On remarquera que le module — est bien le p. p. c. m. de A el B. 
On pourra combiner maintenant la congruence 

avec la troisième 

37 ^ Y (modC), 

el ainsi de suite. Il est clair qu'on arrivera de cette façon toujours, soit à s'assurer 
que le problème est impossible, soit à trouver la solution sous la forme 

X ^^ a ( mod M ) 
si elle existe. 

Celle méthode, toutefois, a Tinconvénient de ne faire souvent connaître Tim- 
possibilitè du problème qu'après de longs calculs qui ont été inutiles alors. On 
ne peut remédier à cet inconvénient qu'en donnant le moyen de reconnaîlre a 
priori \?L possibilité ou l'impossibilité du problème. C'est là l'objet du théorème 
suivant : 

Théorème III. — Pour que le système des congruences 

x^i (mod A), j^=p (modB), ..., x ^s\ (modL) 
admette des solutions, il faut et il suffit que les différences 

soient divisibles respectivement par 

(A,H), (A,G), (B,G), ..., (K,L). 

Que ces conditions sont nécessaires, cela est clair d'après ce qui précède. Pour 
montrer qu'elles sont suffisantes, nous supposerons que la proposition est exacte 
dans le cas de /i — i congruences, et ferons voir qu'elle est alors exacte aussi dans 
le cas de n congruences. Puisqu'on sait que, dans le cas n = 2, le ihéorème est 
vrai, il sera ainsi démontré généralement. 

En effet, la proposition étant vraie pour n — i congruences, on pourra rem- 
placer les /î — 1 premières congruences par celle-ci 

x^t (mod M') 
et le système complet par 

(1) x==t (modM'), x^\ (modL). 
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Ici M'= I A, B, C, . . ., R |. Or, d'après notre hypothèse, 

X — a, X — p, .... X — y^ 
sont divisil}les par 

(L, A), (L, B) (L, K) 

respectivement, et il est clair que 

a ~ /, p — /, . . . , / — / 

sont divisibles par A, B, C, ..., K respectivement, donc aussi par (L, A), 
(L, B ), . .., (L, R) respectivement. On voit par là que la difTéreDce 

X~/ 

est divisible par (L, A), par (L, B) par (L, R) et, par conséquent, aussi par 

le p. p. c. m de ces nombres qui est (L, M') (Chap, T, n" 11 ). Mais cette divisi- 
bilité de A — / par (L, M') est précisément la condition nécessaire et suffisante 
pour que les congruences (i ) et par là aussi les congruences proposées admettent 
une solution. 

On peut démontrer ce théorème aussi en faisant voir qu'il y a exactement 
M systèmes de résidus a, jï, . . ., A qui satisfont aux conditions exigées. 

15. On peut réduire le cas général au cas où A, B, . . ., L sont premiers entre 
eux. Pour cela, mettons le p. p. c. m. M des niodules sous la forme 

M = ABC... L', 

où A', B', C, ..., L' sont premiers entre eux et divisent respectivement A B, 
C, ..., L(Chap. l,n-18, 19). 

11 est clair que les solutions du problème proposé satisferont aussi aux con- 
gruences 

x-TzrjL (modA'), ar H3 ^ (moclB'), ..., j^ =^= A (modL'), 

mais ce dernier système admet, nous le savons, toujours des solutions renfermées 
dans la formule 

X ::= a (modM). 

Si donc on s'est assuré préalablement que le problème proposé admet des solu- 
tions, ces solutions sont encore renfermées dans la formule précédente. Mais si 
Ton ne savait pas si oui ou non le système proposé admet des solutions, cette va- 
leur x^a (modM) pourrait ne pas satisfaire aux conditions imposées, qui se- 
raient alors incompatibles. 
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Considérons, par exemple, le système 

a? = 3i (mod 72 = 2'. 3*), 

X ■:= 22 (mod io5 = 3.5.7), 

ar^ 5o (mod 77 = 7.11), 

a* = 337 (mod399 = 3,7.19). 

On a ici M = a'*. 3^.5. 7. 11.19 = 526680 et ABCD : M = 44'- Donc, si les 
résidus lii, 22, 5o, 33^ avaient été pris au hasard, il nV aurail qu'une chance 
sur 44* n^c le problème soit possible. Il convient donc de s'assurer d'abord si le 
problème est possible ou non. Or, les nombres 

9, 19, 3oC, 28, 3i5, 287 

étant divisibles respectivement par 

j» I ) ôj 7> -^^ » 7» 
le problème est possible. La décomposition de M 

M = 72 X 35x II X 19 

permet maintenant de remplacer les congruences données par celles-ci 

x^ 3i (mod 72), 

x^ TA (mod 35), 

X =^ 5o ^ 6 (mod II), 

X ^ 337 = 14 (mod 19). 

En appliquant maintenant la méthode de Gauss, les nombres auxiliaires ol\ [i', 
y', 0' se déterminent par les congruences 

35.ii.i9a's 43a'==i (mod72), 

72.11.19?'=— 2P'=i (mod35), 

72.35.19*^'^ 8y'=i (mod II), 

72.35.118'==— 8'=i (modi9). 



d'où 

et, finalement. 



«' = -5, P'=i7, Y=7. a'=-i, 



x^ — 5.35.11. 19.31 

-+-17.72. 11.19.22 (mod526 68o), 
-+- 7.72.35.19. 6 
— 72.35.11.14 

X = 323 527 ( mod 526 680 ), 
IV. — Fac. de T. 
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Soient a une racine de f{x)^o (modA), [^ une racine de /(x)^o 
(modB), etc., enfin X une racine de/(x) ^ o (modL). 

Alors on saura trouver toujours un nombre ^, satisfaisant aux congruences 

i E= a (modA), 
ts=^ (modB), 



t^\ (modL), 



et ce nombre t est parfaitement déterminé aux multiples de M près. 
Mais il est clair qu'on aura 

/(O^o (modA), /{t)^o (modB), ..., /(0=o (modL); 

donc aussi/(^) ^ o (modM ). 

On conclut de là que le nombre des solutions de la congruence (i) est égal au 
produit des nombres des solutions des congruences (2). 

On peut évidemment prendre pour A, B, . . . , L des puissances de nombres 
premiers. • 

18. On comprend bien, d'après ce qui précède, que dans la théorie des con- 
gruences de degré supérieur, on s'est surtout occupé des cas où le module est un 
nombre premier ou une puissance de nombre premier. On ne connaît presque 
aucun théorème général sur les congruences par rapport à un module composé. 

Ici, où il s'agit seulement de donner les premiers éléments d'une théorie que 
nous devons développer plus tard, nous nous bornerons à considérer le cas d'un 
module premier. Lagrange a obtenu dans ce cas quelques propositions très 
simples, mais fondamentales. 

Considérons donc la congruence 

/(a:)£=o (mod/?), 

/j étant un nombre premier. Le degré n de cette congruence est le degré de la 
plus haute puissance de x qui figure dans f{x)^ avec un coefficient non divisible 
par/?. Du reste, il n'y aurait aucun inconvénient à supposer ce coefficient égal 
à I, car, s'il est a, on pourra toujours multiplier la congruence par un nombre b 
lel que ab ^ 1 (mod/;). La congruence obtenue est évidemment équivalente à la 
congruence proposée. 

Soit maintenant j: = a une racine de la congruence. En divisant f{x) par 

X — a, on aura 

/(x) = (07- a)/, (:r) +/(«), 

/i {x) élant un polynôme du degré n — i à coefficients entiers. 
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IjSi congruence donnée peul donc s'écrire 

ou bien, puisque par hypolhèsey^(x) est divisible par/?. 

i jr — 2 j/*! { X } -^ o i moâp i. 
Si la congruence proposée admet encore d'autres racines â, y on doit 



avoir 






donc /, ( j) ET^ «», y, (y) -'^ o, etc., puisque, par hvpothèse, i — i, ^ — * ""^ sont 
pas divisibles par/>. On voit donc que ces racines ï, •'• • • • "^^^^ aussi racines de 
la congruence 

f\\J'\-- o 

qui est du dej^ré n — i . 

La congruence du premier degré admet toujours ttru* racine : on peul donc con- 
clure qu'une congruence <lu >econd degré admet tout au plus i racines* une con* 
gruence du troisième degré tout au plus 4 racines; généralement on peut énon- 



n 

rer le 



Théorème IV. — Lnr congruence de de^rê n par rapporta un module 
premier admet tout au plus n racines. 

Va nous pouvons ajouter encore : 

Théorème V. — Les racines de la congruence de désiré n 



f\T)zL~0 «^mo«|y, 



7 \ 



tUant a. Ji, v >., on a identiquement 

f%(y) l'tant un polynôme en x tel que la con^rruenre 



n'admet aucune racine. 



fl( X )^^ i> { lllnd/> 



On en déduit encore facilement le 



Théorème VI. — 



Si la congruence de degn* n 



f(x):=^i> i.modp) 
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admet n racines et quon a 

f{x)^fi{x)ft{x) (mod/?), 

alors les congriiences 

/i(a7) = o, f^{x)^o (mod/?) 

des degrés /?i et n^ (/î| -|- /î2= /«) admettront respectivement n^ et n^ ra- 
cines, 

19. Pour donner, dès à présenl, un exemple de la fécondité de ces principes, 
considérons avec Lagrange le polynôme 

(f) x(x -\- i)(x-{''i) ,, .(x-{-p — î) =xP-\' A|X/*-»-4- \txP-*-h. . .-h A,,_i^. 

En changeant x en or 4- i, on aura aussi 

(,r -h i){x -i- 1) , . . {x -h p) = (x -{- i)P -i- Ai{x-^j)P-^-h \i(x-hp)P-^-^.. .-+-A;,-i (x-^i). 

Or, il est clair que ces denx polynômes sont congrus entre eux suivant le mo- 
dule/», (jue nous supposerons premier, car leur différence est 

p {x -{- i) (x -h 1) , . , ( X -h p — l). 

En écrivant donc que les coefficients des mêmes puissances de jr sont congrus 
(mod/y), on a 

A|^--hAi (mod/?), 

p(p — l) p — x 

■^ — \7x jj— -A1-4-A,, 

. _ pip-x^ip — i) (p — t)(p-'x) . p — 'à . ^ . 



p ( p — 1). . .3.2 (p — t). . .'?. ^ 2 

1.2. . . ip — I) 



1,1, {p — 2) I '^ ' 



or=Ei-f-Ai-hA,4-...-+- Ay,_i-4- Ap_|. 

On remarque ici que les coefficients du binôme -> ^^"" • • • P^P'"^'-" — li 

^ ^ I I .2 I .2 . . . (/? — I) 

sont tous des entiers divisibles par p : on peut les négliger. La seconde con- 
gruence montre alors que Ai^omod/?, ensuite la troisième que A2 ^ omod/>, elc. 
jusqu'à Tavant-dernière, qui montre que A;,_2^ <>• Donc 

(2) Ai= Ai^H Aji^. . .= Ap-i= o (mod/?) 
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divisible par le p. g. c. d. 

^ = («1, aj, «/i-n) 

des coefficients Ot, a^, • . ., ««-|.|. 

Mais^ pour que d ait une valeur déterminée, il faut supposer que les coeffi- 
cients «1, «2? • • •? ^/ï+i ne soient pas tous nuls. Ce sera là la seule restriction à 
laquelle nous soumettons les données du problème. Maintenant, si u est divisible 
par dy le problème admet toujours des solutions. Cette proposition est vraie dans 
le cas n = I, et il est très facile, en partant de là, et à Taide d'une induction, de 
montrer qu'elle est vraie généralement. 

Mais nous suivrons une autre voie qui nous donnera en même temps toutes les 
solutions du problème. Mais ici une explication est nécessaire, si les valeurs 

satisfont à la relation (i); de même que les valeurs 

ces deux solutions seront considérées comme distinctes si les différences 

bj^ — cj^j A*=i,2, ...,/i-+-i 

ne sont pas toutes nulles. Il importe de bien observer cette convention; ainsi, 
même dans le cas où a,i^t = o, les solutions 

Xi—bif Xf=bij ..., Xn= bn<, x„^i = b„^i 

ri 

xi=bt, Xf= bf, ..., x„=bny x„+i = ^n^-i -+- A: 

seront considérées comme distinctes, tant que k n'est pas nul. 

Les coefficients «i, . . ., a„^i n'étant pas tous nuls, on supposera que rZ| n'est 
pas nul. On pourra déterminer alors deux nombres a et y satisfaisant à la con- 
dition 

et ces nombres seront premiers entre eux, en sorte qu'on pourra ensuite déter- 
miner deux nombres ^ et 8 par la condition 

ao — Py = I • 

On pourra prendre du reste p = — ^2 l («n «2)1 d = -\-cii : («i, a^)\ c'est là 
une remarque dont nous profiterons tout à l'heure. 
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Posons 

, ^ , > d OU { , 



» 



l'équation (i) deviendra 

Il est clair que ces équations (i) et (2) sont équivalentes en ce sens, que si 
Tune dos é(|uations est impossible, Tautrc le sera; et que, si l'on connaît une 
solution de Tune de ces équations, on en déduira une solution de l'autre. A deux 
solutions distinctes d'une de ces équations correspondent toujours deux solutions 
également distinctes de l'autre. 

Kemplaçons maintenant de la même manière les inconnues x\ et œ^ dans (2) 
par deux nouvelles inconnues x\ et x'^^ en posant 

(a,, «2)a,-+-a3Yi = («i, «î, «s), 
x\ = a, x\ -4- pi x', , x\ = 0, x\ — Pi a?j, 



xj = Yiar", -4- 8, Xj, j-j = — Yi^'i -+- «1^81 



on obtiendra une transformée encore équivalente à (2) et à (i) 

(3) (ai, a,, «3)^1 -+- 6,rj-+-63j-3-+-rtiX4-t-...-+-ai,^_ia:'n^i=w. 

On peut continuer ainsi, en opérant maintenant sur x\ et x^^ etc. Après n 
transformations, on aura la transformée équivalente que voici 

et Ton obtient les expressions de «r», . . ., x,i^\ au moyen de substitutions suc- 
cessives sous la forme 

j-i = Ai r^" -+- «1,, j-j -h «i,3^i -+- «i,v^4 -H. . .-+- «!,«+! 2-;,+,, 
Xt = Ajxl" -t- «,,,-r; -h a,.5j-', -4- rts,4J"4 -h. . .-+■ aî,i,+ia-;+|, 

^4 ~ A4t\'" -t- «4.4X4 -h. . . -h a4.„-nx;^.i. 



«+ 



I — A/i-»-l'ï*i -T- «n-Hj/i-t-lJ^fl + i 



Ces formules donneront toutes les solutions du problème, si Ton prend pour 
x'"\ x'^, x'j, . . ., x„^^ toutes les solutions de (4). Mais on remarque que, si Ton 
prend pour ^ et 5 les valeurs que nous avons indiquées plus haut, on a 6^ =r o. 
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4i 



En appliquant donc toujours le même procédé, on aura aussi 

63 = 64 = . . . = 6/,+.! = o. 

Mais alors les solutions de (4) sont en évidence; il faut évidemment que // soit 
divisible par rf, et l'on obtient toutes les solutions de (4) en prenant x^"^ = // : rf, 
<M en donnant à 



•» •^/i+t 



ton les les valeurs de — 3C à H-oc. 

rHÉORKME VII. — On obtient toutes les solutions de V équation indétermi- 
née (i ), et chaque solution, une seule fois ^ en posant x^"^= u : d dans les for- 
mules (5) et en faisant parcourir à x\^ . . ., x\^_^^ toutes les valeurs entières 
de — 00 <> + oc. 

On voit sans difficulté qu'en procédant comme nous l'avons indiqué, les coef- 
ficients ^22, «33, . . ., an^\,n^\ ont les valeurs suivantes : 

«3,3= ï«i» «j)I(«i» «s, «3). 



21. Celte solution donne lieu à quelques remarques utiles. Il est clair qu'en 
ajoutant les équations (5) après les avoir multipliées par «i, a^j • . •, an^\ les 
roefficients de x\^^ x\^ ..., ^),^.,, s'annulent. On a ainsi des relations homo- 

èncs entre «i, «2? • • •> ««+i> qui déterminent les rapports de ces quantités. En 

up posa ni 






D = 



X, 



X, 



X, 



x« 



H-1 



«1,3 «î,3 «3,3 

• •• ••• ••• 

. «l,rt-»-l Û{j.rt4-1 «3. «4-1 



O 
O 



<*«-♦-!, «4-! 



= M|Xi4-MjXî4-.. .4-Mrt4-iX;,4.i, 



on aura 



«I : aj : «3 : . . . : a^-»-! = Mi : Mi : M3 : . . . : M|,+, 



Mais il est clair qu'on a 



Ml = «1,1 X «8,8 X . . . xan4-i,in-i = «1 : <3?; 



donc, généralement, 



Mjt = fljt : û?, A- = I , a, . . . , /iH- 1 . 



IV. — Foc. rfe r. 
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Kn miillipliant donc, par exemple, la dernière ligne horizonlale dit détermi- 
nant I) par d^ on obtient un déterminant dont les mineurs ont les valeurs ^/|, 
</2, ..., On^X' ^^n voit par là que fon peut toujours déterminer n lignes de 
n -f- I nombres entiers telles qu'en a/ou tant une (/i 4- i)*'"* ligne et formant 
le déterminant, les coe/Jicients multipliés dans ee déterminant par les rf//"- 
férents termes de la {n -^ ,y*mc //V,,^^ soient des nombres donnés. 

('/est là une proposition donnée par M. Hermile (Journal de C relie ^ t. 40, 
p. 2()0y ^^>i <^i) a fait une application très importante. 

22. En cherchant l'expression de .r',"\ x\^ . . . , x],,, comme fonctioos linéaires 
do .r,, x^x *'*//+ 1* on trou \e d'abord, à cause de //t = ^i = •••= frit+i = o, 

^rfi.^j \ x\ = «1 J*| -r- «jXj. 
(r/,.<lj,a3^ J-'l = ^/| J*| -r- <ï*Xj-t- «1^3. 



et < n>uite on reconnaît (jue les expressions cherchées se présentent sous la 
forme 

j- ^" -— ■ rf, J-, — <ï-.r| — . . .-- «î^,^ i j-„. i i : </, 



Le déterminant des fonctions linéaires au second membre est évidemmoni = i, 
comme cela a lieu pour les équations ,"> -, car les déterminant^ des deux svsté'ines 
sont récipro<|ues et en même truips des nombres entiers. (les déterminant^ sont 
donc, tous les deux, soit = — i. soit = — i. mai-^ il est laeile de voirinie c\<l la 
première \aleur i]ui a lieu. 

On \oit donc que. ét.uil donnt-«i |os nombres entiers 

'»n /H'urnt trouxer t*'Uj:»urs n li^rnes de n -r- i n*-mhre$ entiers, t'^lhs y//%v* /#•% 
tijf'Utfint f'i l'i li::ne d'»nn*'t\ ^n *.f»ii,*nt un d* termih*int t gai nu p. ir. r. */. ^/ç» 

(.'est là un résultat dont iwi a soii\eul l»e>,>in. La ipie-iiion a été iM>sêt? ol iv~>- 
lue par M. Hermile Journal de M'ith' m'tt^'qrfrs appli'juérs. l. \I\\ iNJo- 
Nous \em>ns* dans le Chapitre IIL qu'il csl exlrèmemeul facile de déduire d'une 
solution particulière de ce problème toutes les solutions possibles. 
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23. Il convient de considérer plus particulièrement le cas // = o, 

aiXi-h a j .r j -H a3 a?3 -h . . .-h a^+i j-^-h = o. 
Si Ton a m solutions de cetle équation 

^'1,1 ^1,2 ^1,3 ••• ^'i,/i-»-i (ï^i) 

^'t,I ^'î,2 A*2,3 ... A'j,«^-i (Kj) 
• •• ••• ■•• •■• •■»•• •••• 

^"//l,l ^*//l,2 ^.71,3 ••• ^*//I,ll-H| (*V/;|) 

nous dirons (|uc ces solutions sont indépendantes y lorsque les déterminants de 
degré m dont les éléments sont puisés dans cette matrice (et que nous appelle- 
rons les déterminants de ces solutions) ne sont pas tous nuls. Il est clair qu'un 
système de solutions indépendantes se composera tout au plus de n solutions, car, 
les nombres rt|, a,,, . ^ .', ^«-i-r n'étant pas tous nuls, le déterminant de n -\- ] 
solutions est toujours nul. On peut représenter une solution par un simple svm- 
l)ole(R|) qui représente ainsi n -{- 1 nombres entiers, pris dausnin ordre déter- 
miné. 

On |)(Mit déduire des solutions (K.|), (K2 \ . . ., (K.,„) une nouvelle solution 

(Ki/|-HK2^2-T-...-i-K//|///|). 

t 

dont les éléments sont 

Nous dirons (|u"un système de solutions (K|), (K^j). ..., C^w) forme un 
s)'sfrfNC fondamental de solutions, dans le cas où Ton obtient toutes bfs solu- 
tions de l'écjuation proposée, et chaque solution, i/ne seule fois, en donnant à 
/,. /j, . . ., tfn toutes les valeurs entières de — x à -f-^c dans re\[)ression 

1^'exislence de ces systèmes fondamentaux ne fait pas de doutt;: nous avons 
obtenu déjà (théorème VII) un système fondamental composé de n solutions. 

Théoukme VIII. — Un système fondamental de solutions se eompose néees- 
sa ire ment de n solutions indépendantes. 

D'abord, les solutions qui composent un système fondamental (K|, K.j, ..., 
K;„) sont nécessairement indépendantes. En effet, dans le cas contraire, on sait 
fj^i'il existe une relation identi(|ue 

( Kl M| 4- Kj Mj -4- . . . -1- K„i w,;, j = o. 
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I(\s //,, //j, . . . , ///M iiVHant pas tous nuls. On obtiendrait donc la solution 

JTi = JTj = . . . = Xft-^l = o, 

non seulement en prenant 
mais encore en prenant 

ce (|ui est contraire à la définition d\in système fondamental. 

Kt en second lieu, on a nécessairement m = /?.En effet, la supposition de m < n 
est inadmissible, car il en résulterait que m + i solutions quelconques ne pour- 
raient jamais être indépendantes. Or, le système fondamental que nous avons 
obtenu se compose effectivement de n solutions indépendantes, dont les détermî- 
nanis (^d'après le n** SI ) sont Uk l<i (kr= i , a, . . . , /i -+- i). 

ai. On s^assuix* facilement que /) solutions indépendantes quelconques 

(,K,), (,Kt) (^m) "^ forment pas toujours un système fondamental de soin- 

lii>ns. C.ar si Ton cherelie à représenter une solution quelconque par 

1 Ki /i -H K, /, -f- , . . -h K« /« ). 

on tiH)uve bien toujours des valeurs déterminées pour /|, Z^, ..*, /«) mais ces 
\aleurs seront en général yV77r//o/i /in //V5. 

Thi.orkmk I\. — l'n sysirme Je n soliiiions indépendantes^ tel que le pins 
s^rami commun dixu'seur de ses déterminants 

y\\. Al 2* .... .«iji^i 

est = Informe un s^vstème fondamental de solutions, 
Vax effet, si Ton chen^he à représenter [>ar 

une solution quelconque />|, A^, . . ., ftj,^.!» on obtient, pour déterminer /,, /^ 

/<», un système de n -+- i équations linéaires, mais ces équations sont compatibles 
à cause do la ivlalion 

<i. 6, — «ij />. — .. .— «i«_,6i,^i = o. 

On peut donc, pour déterminer les inconnues, faire abstraction d*une quelconque 
de ces tH]uations, et Ton obtient ainsi n -h i svsièmes de n équations dont les dê- 
lenninants sont M,, M* Mj,^,, La valeur de /* se présentera donc sous la 
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forme 

f. — £l - £} — — P"*^^ 
'^- M, ~M, M„^/ 

Px^P'i* " ^Pn^\ étant des nombres entiers. Mais, si la valeur fractionnaire irréductible 

de t/f est -» s divisera M|, M2, .. ., M,,^|. On a donc 5=1, c'est-à-dire tk a une 

valeur entière et les solutions indépendantes (K|, K2, . .., K„) forment un sys- 
tème fondamental, ce qu'il fallait démontrer. Il est clair que les déterminants de 
n solutions indépendantes sont proportionnels à ai, ^2? •••<• ^«+i {voir n" 21). 

Théorème X. — Les déterminants d'un système fondamental de solutions 
sont y abstraction faite des signes, 

fi\\ d, a^: d, ..., a„^i:d. 

Désignons par (A|), (A2), ..., (A,,) le système fondamental particulier que 
nous avons obtenu et dont les déterminants sonta^ I d(k =1,2, . . ., /i + 1). Alors 
(K,), (Ko)) ..., (K/,) étant un autre système fondamental, on aura 

(aiKi-t-a,K, -i-...-hartK;,)= (A,), 
(piKi4-p,K,-f-...-i-p„K„) = (A,), 



î • 



(A| Kl -f- Xj Kj -h . . . 4- A^K/j) = (Art). 

On voit par là qu'un déterminant quelconque a^d rf, du système fondamental 
(A,), (A2), ..., (A„) est égal au déterminant correspondant du système fonda- 
mental (K| ), (K2), (Kw) multiplié par 



A = 



S| OC} ... SC/t 
?1 pi ... Pn 

A 1 Aj . • , A/1 



On a donc nécessairement A ± i . 

La liaison des divers systèmes fondamentaux est évidente. On voit que chaque 
système fondamental fournit une solution du problème que nous avons considéré 
dans le n" 21. 

2o. La méthode la plus simple pour obtenir un système fondamental de solu- 
tions se fonde sur la remarque suivante. 

Supposons que l'un des coefficients ai, «2? • • •> ^«+1 soit égal à 

par exemple a,i^.i = d. Alors il est clair que, pour avoir toutes les solutions de 
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iii^i ♦ it|4*i •♦ » .. t «i„a*„-f- rt*«-iX„^, = o. 



il hmIIiI *Io *lounrr t\ ,r,, .Vi r^ ^Jo^^ \aloiirs entières quelconques el a jr^^i la 

nwUmiv ^oiilièiv «\iH^i^ t|iii eu o>t uuo oousôquenoo. On a donc, dans ce cas, immê- 
«litilomoul uu H\!«tèuie fou^liimrulal do solutions correspondant à la solulion génê- 
v*dr 



» u 



i* 



It. 



,C*4 i ^y J*^ . I -*: 



«ll#| «»i't ^«'« 



>i K^ v\*x |vir(ivHilior \juo nous »\ou< i\>u<idèrx* ne se présente pas 
\A»vni\»\'U( uon umL vUmU lu \alour absolue est Ki plus petite. En 



s. s*>ît a^ I«r 



\ -î 






t . 






ï v;trA ;tis^ \S|,uîis*u tijiu<tVr*,»is*c 



. -".- - v> 



« . . î • 






^* , . >. î> , 1 1 ■ . 



."* •! 



l •. •■. 



'^ vi'x. -N.. ii-N. : .■ 



•t i"^ ^ . •- 



-1 •! 



•1 • 



- Il :i . 






-^ >.. 4. 






c'esl-à-dire on aura 
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N ai bx /| 



abc. . A a b ''' l 



On verra facilement que ]a fraction — j-^ — , peut se mettre d'une seule ma- 

^ abc, , .1 * 

nirre sous la forme 

„ a^ ôj If 

a b l 

E étant un entier positif ou négatif et 



I^a solution de Téquation indéterminée ax — Mj' = i a été donnée en Europe, 
pour la première fois, par Bachet deMéziriac {Problèmes plaisants et délectables, 
(]ul se font par les nombres, 2* édition; \6'x/\, 5* édition, par Labosne; 1884). 
I^cs anciens géomètres hindous, Bhascara et Brahmegupla connaissaient aussi 
déjà la solution de ce problème. 

Le problème du n'* 1 i se trouve traité complètement dans d'anciens Livres (l'A- 
rilhinétique chinois. On v trouve "non seulement la méthode de Gauss (n" d.3), 
mais aussi la réduction du cas général au cas où les modules sont premiers entre 
eux (n® 15). On peut voir sur celte question 

BncRNATZKi, Journal de Crelle, t. oâ. 
J. Bkrtrand, Journal des Sai-ants, 1869. 
Mattiiiessen, Journal de Crellcy t. 91. 

La fonction cp(M) a été considérée pour la première fois par Euler. Les Mé- 
moires d'Euler sur l'Arithmétique ont été réunis en deux volumes {Leonlutrdi 
Euleri Commentationes arithmeticœ collecta*, Petropoli, 1849). ^^^"^ citerons 
toujours cette édition; la fonction cp se rencontre dans le Mémoire Theoremata 
arithmetica noK^a methodo demonstrata, 1769 (tome I, p. 'Ji74)- La démonstra- 
tion d'Eulcr est reproduite dans le tome II de V Algèbre de Serret. Le théorème 
Ï'^(^^) = M est dû à Gauss {Disquisitiones arithmeticœ^ 1801, art. 39; tome I 
des Œmres complètes). 

Les théorèmes de Lagrange sur les congruences se trouvent dans le Mémoire : 
Nou^^elle méthode pour résoudre les problèmes indéterminés en nombres en- 
tiers (Œuvres, t. II) et la démonstration des théorèmes de Fermai el de Wilson. 
Œuvres, t. III, p. 4*5. 

La considération d'un système fondamental de solutions d'une ou de plusieurs 
équations indéterminées est due à M. II.-J. Stephcn Smyth (Philosophical Tran- 
sactions ofthe Royal Society for the year 1861; vol. 151). 
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Nous indiquerons ici les principaux Ouvrages d*un caractère général sur la 
ihéorie des nombres : 

<Mi'ss, IHsquisidones a rit h met icœ (Œuvres , t. I). 11 y a une traduction française par 

Poullrl-Delislf. 

Lkgkndre, Théorie des nombres, 3* édition. 

SiiVTii, Report on the tlteory of \umbers {Hritish Associait ion for the advancement 
of Science. 18Î9, i8lk>, 1861, i86ji, i863, i865). 

C'est là un résume extrêmement important sur toutes les parties de la théorie 
des nombres auquel nous aurons à emprunter beaucoup de choses. 

Lejelne-Dirichuet^ Vorlesun^en liber Zahlentheorie, hcraiisgegebcn von R. Dedekind. 
Dritle Auflagc, 1879. 

Serrkt, Traité d'Algèbre, Y édilion, t. II. 
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CHAPITRE IIL 



KQUATIONS LINÉAIRES INDÉTERMINÉES, SYSTÈMES DE CONGRUENGES 

LINÉAIRES. 



1 . (^iOnsid<Tons le système des congniences 

"/.l ^1 -»- «/,î^i H- ... H- (It^n ■-= ^n ^ Ui ( mO(I M ) . 

Soit \z=z \(iik\ le déterminant formé avec les coeflîcienls des inconnues, puis 
3t/A le coefficient de Oik dans A. On obtient immédiatement 

AT/ = Ml ail H- l£j «1/ H- ... -r ///, 2/1/ ( 1110(1 M ) . 

Supposons que A soit premier avec le module M, alors celte dernière relation 
détermine une valeur unique de Xi par rapport au module M; et ensuite il est fa- 
cile de voir que les valeurs de Xi, 0:2, . .., JCn ainsi obtenues satisfont bien aux 
conditions proposées. En effet, on trouve 

et, puisque A est premier avec M, on peut diviser par A. 

Le système des congruences admet donc une solution unique dans le cas parti- 
culier que nous considérons. On peut ajouler que les valeurs de jTi, j-.ji •••■. '^n 
satisferont encore à la relation 



si Ton a 



«1,1 <'l» Wl 

i -~. o (mod M ). 

«/Il «/!/» Ihi 

Vax effet, il est facile de voir que cette dernière congruence peut s'écrire sous 
cette forme 

A(w„-n— </„+!, iJ-, -««-»-i,s.ri--... — ^/n-in^r,,) - (inodM). 

!2. Les résultats précédents sont ceux qui s'offrent immédiatement lorsqu'on 
poursuit l'analogie évidente qui existe entre la théorie des congruences et la 
IV. — Fac. de T. 'j 
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théorie des équations. .Mais si A n'est pas premier avec M, une étude plus appro- 
fondie est nécessaire. Elle a été faite pour la première fois par M. H.-J.-S. Smith, 
et nous allons exposer sa théorie. Les considérations suivantes interviennent 
non seulement dans des questions de la théorie des nombres, mais elles sont en- 
core utiles dans beaucoup de théories d'analjse pure; aussi plusieurs résultats 
isolés ont été obtenus antérieurement par d'autres géomètres. 

Nous commencerons par étudier les équations linéaires indéterminées, mais il 
convient d'abord de fixer le sens de quelques expressions dont nous ferons usage. 

En adoptant une expression introduite, croyons-nous, par M. Sylvester, nous 
appellerons matrice un Tableau de forme rectangulaire 

• ^'î,i ^i,j • • • ^iiw? 

• •• ••• ■•• •••• 

^//,l ^n,t • • • ^*n,m 

contenant mn quantités données, et nous dirons que cette matrice est du type 
n X m. Si Ton a un systrme quelconque d'équations linéaires, les coefficients d<»s 
inconnues constituent la matrice de ce systrme. Si les équations ne sont pas ho- 
mogènes, on peut ajouter à cette matrice une dernière colonne formée par les 
termes connus. On obtient ainsi la matrice complétée Au système. Les mêmes 
expressions s'emploieront dans le cas d'un système de congruences. Les éléments 
Oiff seront toujours des nombres entiers. 

Les déterminants d'une matrice sont les déterminants de degré le plus élevé 
(|ue l'on peut former avec les lignes ou les colonnes de la matrice; ainsi, dans le 
cas mi.nj ces déterminants renferment n'^ éléments et leur nombre est 

m(n7 — I ) . . . ( m — n -h i) 
1 .2. . .n 

Le plus grand diviseur d'une matrice est le plus grand commun diviseur des 
déterminants de cette matrice, en supposant que ces déterminants ne soient pas 
tous nuls. Dans le cas m = /?, ce plus grand diviseur est le déterminant même du 
système des n^ éléments. 

Nous désignerons une matrice souvent par le symbole 



et, dans le cas où elle est du type n x /i, | A | sera le déterminant. Deux matrices 

Ail et IIB 



des types m x (m -\- n) et n x (///H- n) sont de types complémentaires. Il est 
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clair que ces matrices ont le même nombre de déterminants, et l'on peut faire 
correspondre à chaque déterminant de || A.|| un déterminant de ||B|| et récipro- 
quement, de la manière suivante. 

En écrivant la matrice '| B || en dessous de la matrice || A|| on obtient une ma- 
trie*' 

A 

B 

qui sera du type (//? -{- n)x{n} -\- n) et à un déterminant de ||A|| on fera cor- 
res|)ondre le déterminant de || B || avec lequel il se trouve multiplié dans le déter- 
minant des (m -h /»)'- éléments 

A 
B 



Souvent il n'y a pas d'intérêt à faire attention au signe d'un déterminant d'une 
matrice, mais dans le cas actuel il convient de faire en sorte que le produit des 
déterminants correspondants se retrouve avec son signe dans le déterminant des 
(/H -h /?)- éléments. 

3. Les déterminants d'une matrice ne sont pas indépendants; il existe en gé- 
néral un grand nombre de relations identiques entre eux. Nous allons nous rendre 
compte d'abord de la nature de ces relations et du nombre des déterminants qui 
sont indépendants. On pourra considérer dans ce numéro les éléments <le la ma- 
trice comme des quantités arbitraires. Considérons la matrice 

^î,l «1,1 • • • «t,//l+«> 

(••• ••• ••• ••••■•• 

«/«,! «m,i • • • ^fn,m+n 

du type m X {nt -f- /i). Le nombre des déterminants est 

(n -hï){n -h i). , .(n -^ m) 

5 » 

i .-i.ô. . ,rn 

mais nous allons montrer qu'il y en a seulement mn -+- 1 qui sont indépendants. 
Tous les déterminants peuvent s'exprimer à l'aide de mn -f- i d'entre eux. 
Soit 

le détenninant formé par les m premières colonnes de la matrice. Le déterminant 
obtenu en remplaçant dans A la z**"*" colonne par la m 4- A'*^"»* colonne de la matrice 
sera désigné par A/^;„^^. On déduit ainsi de A mn nouveaux déterminants, i 



D'2 
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variant de i à m, k Ac i à /i. On pourra les disposer dans le Tableau 



CV) 









/ 



^fn^tn-¥ I •*//! m-H 



... A 



m,m-^n' 



Les //i/j -h 1 déterminants A, ^i^m^k sont indépendants; on peut trouver une 
matrice pour laquelle ces déterminants ont des valeurs données d^avaiice. Prenons 
d'abord arbitrairement les éléments a/A de A, avec la seule restriction de vérifier 
la relation (:>.). On a ainsi les /// premières colonnes de la matrice. On peut dé- 
terminer ensuite la //i -+- A '*"'*' colonne par la condition que les déterminants 
^i\m+k{î —' i? *>', .. .• ^^0 prennent des valeurs données. En effet, on obtient ainsi 
m équations linéaires pour déterminer 

Le déterminant de ce système est A"' *, mais, en le résolvant, on trouve simple- 
ment 

l = I, '2, 3, . . . , m, 
/»' ~ I, '2, J, . . . , n. 

La vérification de ces valeurs est du reste immédiate, et l'indépendance des 
mn H- I déterminants A, A/,,,,^* est manifeste. 

(iOnsidérons maintenant un autre déterminant A' de la matrice. Il contiendra 
/»• colonnes appartenant aux n dernières colonnes de la matrice (A* j^ a); soient 



/n H- Aj, 



m -h Aj, 



//i 



X. 



les rangs de ces colonnes. Les autres m — k colonnes de A' appartiendront aux 
/// premières colonnes de la matrice, c'est-à-dire, ce sont des colonnes de A. Soient 



[M, IM^ 



l^k 



les rangs des colonnes de A qui ne figurent pas dans A'. En remplaçant alors 
dans A' les élém<'iils (ti.m^k pai* leurs valeurs (4), on obtient, à l'aide des propriétés 
élémentaires des déterminants, la formule 



(M 



AjjL, . /,/ 4- >., AjX, , ,tt ^ >.. 



m -4- /. . 



'__;- : ^V-.^'»* +->i ^V-t- 



k{X,,m-»-/a 



^(lî,m + /i 



: A* ' 



•^(jLi,m-h)., ^a4.w-f-).| 



kai.m-H/i i 
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Ainsi lous les déternilnanlsde la matrice s^expriinent rationnellement au moyen 
(les mn -f- 1 déterminants A, A/,;,,^^' On voit que A' est égal à un déterminant mi- 
neur du degré A*, puisé dans la matrice (3), divisé par A* '.Le nombre des déter- 
minants tels que A' est 

— {^m -\- n ),;, — ( m )o ( /i )o — ( m )i ( n )i = ( m -+- /i )„, — ( mn -t- 1 ). 

Equations linéaires indéterminées, 
\, Considérons d'abord le système linéaire et homogène 

f I = I , a. . . . , m. 

Nous supposerons que ces équations sont linéairement indépendantes, c'est- 
à-dire que tous les déterminants de la matrice de ce système ne sont pas nuls. Le 
plus grand diviseur de la matrice a alors une signification précise, soit rf ce plus 
grand diviseur. 

i^e moyen que nous emploierons pour trouver toutes les solutions en nombres 
entiers consiste dans l'introduction de nouvelles inconnues. 

Au lieu de jTi, ..., Xm^ni on peut introduire de nouvelles inconnues, en 
posant 

I — I, ï, . . ., m -h /i. 

I^es Ci^k seront des nombres entiers, et nous n'emploierons que des substitutions 
dont le déterminant | c/,* | = ±: i . 

On peut alors exprimer réciproquement les x) par des fonctions linéaires à coef- 
ficients entiers des j:/, et, comme nous ne considérons que les solutions en nombres 
entiers, le système transformé sera absolument équivalent au système donné, 
c'est-à-dire à deux solutions distinctes d'un des systèmes correspondront toujours 
deux solutions également distinctes de l'autre. 

I^armi les déterminants de la matrice de (I) qui ne sont pas nuls, il y en aura 
au moins un dont la valeur absolue est le plus petit. Nous pouvons supposer, en 
adoptant la notation du n° 3, que A soit ce déterminant mininitint. Supposons 
(l'abord que tous les déterminants A/^,»^ soient divisibles par A. Alors il est clair 
que l'on obtient la solution la plus générale de (I) en donnant à ^m+i? ^/n+2« •• «i 
Xm+fi des valeurs entières absolument quelconques et en déterminant ensuite 
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j"i, . . ., Xnt par les formules 

( / = I , a , . . . /?i ) . 

(Jn voit, du reste, par la formule (5) du n" 3, que, lorsque A divise tous les 
A/.,M4.A, il divisera tous les déterminants de la matrice, en sorte que Ton doîl avoir 

Mais supposons que A ne divise pas tous les ^i^m^k cl> par exemple, ne 
divise pas A|^;„^|. Alors, on peut toujours trouver un entière tel que la valeur ab- 
solue de 

soit inférieure à celle de A. La substitution de déterminant + i 

Xi = x'f (i = ij A, i, . . . , //ï, /M H- i, m -+- 3 , . . . f m -h n), 

transformera alors le système (I) dans un autre système dans lequel un des déler- 
minants est A|^,„^, — cA. Le déterminant minimum du système transformé est donc 
plus petit (en valeur absolue) que A. Si ce déterminant minimum ne divise pas 
tous les autres déterminants, on pourra encore le diminuer par le même procédé. 
Il est clair que l'on finira par trouver un système transformé dans lequel le déter- 
minant minimum divise tous les autres déterminants, et dont on peut écrire alors 
immédiatement la solution la plus générale. Cette solution renferme, comme nous 
Pavons vu, n indéterminées auxquelles on peut donner toutes les valeurs entières 
de — 00 à -h oc. 

TuÉoRÈME I. — On obtient toutes les solutions du système {\)^ et chaque solu- 
tion une seule fois, par les formules 

(e = I , 2, . . ., //l -h /l)> 

en donnant à ^i, /a, • . ., t,i toutes les valeurs entières de — oo à -f- oo. 

Il est clair qu'en substituant les expressions (II) dans le système (I), les coefïî- 
cients de /|, ^2> •••? ^n doivent s'annuler. 

On obtiendrait donc encore des solutions de (I)en donnant à /|, ..., tn des va- 
leurs fractionnaires. Mais il est clair que Ton ne peut jamais obtenir, de cette 
façon, une solution de (I) en nombres entiers, car toute solution entière corres- 
pond à un système unique de valeurs entières de ^i, . . ., /„. 
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l\)ur obtenir, dans un cas donné, la solution générale sous la forme (II), il sera 
plus pratique de procéder autrement. On cherchera, par exemple, par la mé- 
thode d'Euler (Chap. II, 25), la solution générale de 

qui renfermera //i -f- /? — i indéterminées, puis on introduira ces valeurs dans la 
seconde équation 

etc., jusqu'à ce que l'on ait épuisé les m relations données. 

Si Ton transforme, comme nous l'avons fait, le système (1), il est clair que tout 
déterminant du système transformé est une fonction linéaire à coefficients entiers 
des déterminants de (I), et réciproquement. On voit par là que le plus grand di- 
viseur des deux matrices est le même et, par conséquent, dans le procédé que nous 
avons employé plus haut, on trouvera finalement un système dont la matrice a un 
déterminant minimum égal à dt rf. 

o. Considérons r solutions du système (1) 

^1,1 > *I,îï • • •» *l,/n-h«i 
*/•,!♦ *r,J» •••> *r, //!-♦- /i 1 

que nous désignerons quelquefois aussi par de simples lettres A|, A2, ..., A;.. Ces 
solutions sont indépendantes si tous les déterminants de degrés /' ne sont pas 
nuls. 11 est clair que l'on peut trouver tout au plus n solutions indépendantes, car, 
puisque toutes les solutions sont comprises dans les formules (II) (n" 4) qui ne 
renferment que n indéterminées, n -h 1 solutions ne sont jamais indépendantes. 
En multipliant les solutions précédentes par /|, t-i, .'.., tr et en ajoutant, on ob- 
tient une nouvelle solution 

A I /l -h Aj /| -t- . . . H- A;. /;. 

dont les éléments sont 

J"i= a|,//| -f- aj,//î-+- . . . -f- Xr^itr» 

Nous dirons que les solutions 

•^i> Aj, • • • t A/. 

forment un système fondamental de solutions, lorsque l'on obtient toutes les 
solutions possibles, et chaque solution une seule fois, en donnant k t^y ti^ , , ., tr 
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Jes valeurs entières de — ao à -h oo. L'existence de ces svslèmes fonda menlaux de 
solutions ne fait pas de doute, car nous savons, par le théorème I, que 

?/,!» P/.ti •••» P/,/M-f-« 
( I = 1,2, . . . , /l ) 

est un tel système. 

l*iii^.onÈMR II. — Un système fondamental fie solutions se compose de n solu- 
tions indépendantes. 

Ce thc^orème est une généralisation du théorème VIII du Chapitre II; la démon- 
stration est exactement la même. 

La matrice formée par n solutions indépendantes, ou par un système fondamen- 
tal de solutions, est du type n x (m 4- /i), donc du type complémentaire de la 
matrice du système (1). 

Considérons la matrice du système (I) et la matrice formée par n solutions in- 
dépendantes 



• ••• ««tty 

• ••• •••* 



• • > > 



Les relations qui existent entre ces nombres se réduisent à ceci : que la somme 
obtenue en multipliant les éléments d'une quelconque des m premières lignes par 
les éléments correspondants d'une des n dernières lignes est nulle. 

On voit donc qu'il y a une réciprocité complète entre les deux matrices, et si 
l'on considère le système indéterminé 

a/,i^i -r- «/M^j -h ... — 3t/,w-t-«^//i-H/» = o 
( t = 1,2, . . . , n), 
les nombres 

^/,l' ^/,î? ...« ^i,m-^n 
(f = I, '2, . . ., m)y 

en donneront m solutions indépendantes. 

D'après ce que nous avons dit dans le n" 2, on peut faire correspondre à chaque 
déterminant de la matrice l|^?/,)t!| un déterminant de la matrice || «/,* || d'un sys- 
tème de fi solutions indépendantes. 

Théorème III. — La matrice d^ un système fondamental de solutions a l' unité 
pour plus grand diviseur. 
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Considérons, en effet, les formules 

[ t = 1, «2, . . .,(m -f- /i)J 
qui renferment la solution la plus générale. Il est clair d'abord que 

car, si ces nombres étaient tous divisibles par c^ i, on trouverait une solution 

entière en posant tx = - > ce qui, on le voit facilement d'après ce que nous avons 

dit plus haut, est contraire à la nature d'un système fondamental de solutions. 
Ensuite, je dis que les déterminants de la matrice 

Pi,i» Pi,î» • • •» Pi, /«■+-«. 
Pî,i) Pî,î» •••, Pt,i 



,//î-f-/t 



ont aussi 1 pour plus grand commun diviseur. Car si ces déterminants étaient tous 
divisibles par c >- 1 , c ne divisera pas tous les éléments de la première ligne, par 
exemple r ne divisera pas |ïi,i; mais alors on trouverait encore une solution 
entière en posant 

f 1 = — > fj — H- > 

C C 

ce qui est impossible. 

Ensuite, je dis que le plus grand commun diviseur de la matrice 

pl.lj Pl,î» • • • > Pl,m-»-/i' 
Pï,l> Pî,î» • • «1 pt, /«■+-«? 
83,1» PsjÎ» •••> P3,w-h/» 

est encore = 1 . Car si ce plus grand diviseur était c >• i, c ne diviserait pas, par 
exemple, le déterminant 

p.,1 pi.> 



et, en posant 



'1 = 



P3,> Ps.i 






/» = 



Pm P3., 
?1,1 Pl,« 



: c, 



/« = 



Pi,t Pt,« 
P«,i P«.« 



: c, 



on trouverait encore une solution entière, ce qui est impossible. 

Il est clair que l'on peut continuer ainsi, pour arriver au théorème énoncé. 
IV. - Fac. de T. 8 
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6. En cherchant à exprimer une solution quelconque 

par un système fondamental de solution p/^*, on est amené à déterminer n incon- 
nues ti^ t2, . . ., tft par ni -{- n équations 

(£ = I, 2, . . ., m -h n). 

On sait d'avance qu'il existe une solution unique et en nombres entiers; ce sys- 
tème linéaire doit donc présenter certaines circonstances particulières. Nous allons 
montrer qu'elles se réduisent à ceci : d'abord le plus grand diviseur de la matrice du 
système est = i, ensuite tout déterminant de la matrice complétée est nul, car celte 
matrice complétée se compose de /i -h i solutions. 

Théorème IV. — Un système de ni-^ n équations entre n inconnues 

«/ = Pi./ ^ -+- Pî,/ /î -i- . . . -+- P/,,/ tn 

(£ = I, 2, . . ., m -h /i) 

admet toujours une solution unique et en nombres entiers, lorsque le plus 
grand diviseur de la matrice du système est = i et que tous les déterminants 
de la matrice complétée sont nuls. 

Nous ajouterons un théorème analogue sur les congruences. 

Théorème V. — Un système de m -f- n congruences entre n inconnues 

ai == p,,//, H- p,,//, -h . . . -+- ^n,itn ( mod M), 
(f = I, 2, . . ., m H- n) 

admet toujours une solution unique, lorsque le plus grand diviseur de la ma- 
trice du système est premier avec M et que tous les déterminants de la matrice 
complétée sont ^ o (mod M). 

Il suffira de démontrer ce dernier théorème ; nous pouvons écrire les congruences 
données ainsi 

A/ ^ a/ (mod M), (i = i, 2, . . . , m -f- n), 

les A| étant des fonctions linéaires en ^,, . .., tw Considérons le déterminant mini- 
mum A de la matrice de ce système. Si A divise tous les autres déterminants, il sera 
premier avec M d'après notre hypothèse. Les n congruences correspondantes ad- 
mettront alors une solution unique et cette solution satisfera aussi à toutes les 
autres congruences {voir le n° 1). 
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Mais si 



^= I P/.A-I (h^ = 1,2, ...,/l) 



ne divise pas tous les autres déterminants, il ne divisera pas, par exemple, le 
déterminant 



P... Pm 

• • • • • • 

Pi,« P.,« 



P".t 

P«.3 

• • • 



Mais alors on pourra remplacer le système donné par le système équivalent 

A/== «/ (i = 1, 2» . . ., /i, n H- ?., /i H- 3, . . ., n H- m), 

A,n-i — cAi = a«-Hi — CŒi, 

et ce nouveau système aura, pour une valeur convenable de c, un déterminant mi- 
nimum plus petit que A. On pourra ainsi diminuer le déterminant minimum jusqu^à 
ce qu'il soit devenu égal au plus grand diviseur de la matrice donnée. Il divisera 
alors tous les autres déterminants et Ton est ramené au cas que nous avons consi- 
déré d'abord. 

Le théorème IV peut se démontrer d'une façon toute semblable, ou encore parle 
raisonnement que nous avons fait dans la démonstration du théorème IX (Cha- 
pitre II). 

Nous indiquerons encore une autre démonstration du théorème V. 

Si Ton écrit 

M = PxQxRx ..., 

où P, Q, R, ... sont des puissances de nombres premiers distincts, on reconnaît 
facilement que les congruences données admettent une solution unique, par rapport 
à chacun des modules P, Q, R, . . ., d'où l'on peut conclure qu'elles en admettent 
aussi une par rapport au module M. 

7. Multiplication des matrices. — Soit 



/£ =1,2, ...,n \ 

\A-= I, 2, . .., m-h n/ 



ou II A II une matrice du type n x (m -h /i), (m> o), 



c/,*ll (**»^= 1,2, ..., n). 



ou II G II, une matrice du type n x n, nous représenterons par 



||C||x||A|| = ||A'|| 
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une matrice du même type que || A || et dont les éléments sont 



i • • 



. -HC/,na/»,il 



Lorsque ||C| || est encore du type n X /', nous écrirons 

||Q||x||A'|| = ||C,||x||Grix||A||, 
et il est facile de voir que 

l|C,||xi|C||x||A]| = j||G,||x|!C||tx||A||. 

Mais on ne peut pas permuter les deux matrices dans un produit, et si l'on con- 
sidère un produit de plusieurs facteurs 

|G„i|x|!C„_t||x...xl|C||x||A|U 

on suppose toujours que toutes les matrices ||Ca|| sont du type nx n : seule la 
matrice jl A || peut être du type n x (m -\- n), le produit est toujours du même type 
que||A||. _ 

Il est clair que, lorsque 

;|A'|l=.||G||x||AlI. 

tout déterminant de || A'|| est égal au déterminant correspondant de || A || multiplié 
par le déterminant |C |. Les déterminants correspondants de || A || et || A' || seront 
proportionnels et si, en particulier, le plus grand diviseur de | A| est = i , le plus 
grand diviseur de || A' || sera la valeur absolue de | C |. 
Dans le cas où le déterminant 












• • 



C/1,1 C„,, 



/!,« 



— t = :i: I 



nous désignerons par || C||~* la matrice 






EYl,/!, £Yj,n, 



'Y«,'»' 



Yi^A étant le coefficient de Ci^f^ dans le déterminant | C |. 



I 
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On voit que 



I|C||x1|C||-' = i;gi|-'x|;gii = 



1 O 

O I 

• • 

o . 



. o 
o 

I 



et de la relation 



on peut conclure 



A'i: = i;ciix||Ai!, 



||A|| = |iC||-ix||A'||, 



8. Soit II A II la matrice formée par n solutions indépendantes, || B || la matrice 
formée par un syslème fondamental de solutions. 

Puisque les solutions de || A || peuvent se déduire du système fondamental || B | , 
cela revient, avec notre nouvelle notation, à dire que 

||Al| = ||G||x||B||. 

Il esl clair que le plus grand diviseur de ||A|| est =±|C|, et, dans le cas 
|C|=iiii, ||A|| est évidemment aussi un système fondamental de solutions, 

car 

B|| = ||Gi|-ix||A||. 



Si Ton considère plusieurs systèmes de n solutions indépendantes, ou de sys- 
tèmes fondamentaux, les déterminants correspondants seront toujours propor- 
tionnels. 

Théorème VI. — Lorsque le plus grand diviseur de la matrice 

||B|| du type /i X (m -f- w) 
^5/ = I , et que les déterminants d'une matrice 

Il A II du type 71 X (m -f- n) 

sont proportionnels aux déterminants correspondants de ||B||, on a tou- 
jours 

l|A|| = ||G||x||B|| 

et la matrice || G |', est unique. 

En effet, on obtient pour déterminer Ci^'i, c/^a, . . ., C|,„ les équations 

A-= I, a, . ..,(m-t- /i). 
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Un déterminant quelconque de la matrice complétée de ce système, tel que 



A... 


6... 


*„., 


«/,! 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • 


*i,«+i 


6j,i.+i 


^n,/»4-i 


«/,/i-»-l 



est nul, car d'après la proportionnalité supposée entre les déterminants de || A || et 
de II B||, il est permis de remplacer partout f^/^^t par a/^A, à condition de diviser après 
par un certain nombre entier le facteur de proportionnalité. 

Mais on obtient ainsi un déterminant avec deux colonnes identiques. Donc, 
d'après le théorème IV, il existe un système et un seul de valeurs c/^i, c,*,j, . . .,c/^it 
qui satisfont à la question. 

On voit qu'une matrice du type /i x (m-h/i) dont les déterminants (non tous 
nuls) sont proportionnels aux déterminants de la matrice || B|| formée avec un sys- 
tème fondamental (ou avec n solutions indépendantes) est nécessairement com- 
posée avec n solutions indépendantes. 

Théorème Vli. — Les déterminants d'une matrice formée par n solutions 
indépendantes, du type n x {m -^ n)^ sont proportionnels aux déterminants 
correspondants de la matrice du type m x (m -{- n) du système indéterminé 
donné (I). En particulier, un déterminant d^un système fondamental de solu^ 
tions est égal au déterminant correspondant du système (1), divisé par d. 

Il suffira de faire voir que le théorème se trouve vérifié pour un système particu- 
lier de n solutions indépendantes. Un tel système peut se déduire des considéra- 
tions du n^ 3. Supposons que le déterminant A ne soit pas nul, alors on a le système 
suivant de n solutions indépendantes 



^1,/n -i-l> 



'I,/«-l-î» 






'l,/«-t-/i» ^'î./n-fc'rt» 






, A 



m,m-t-n^ 



A, 

o, 



A, o, . . ., 



» • » 



o, o, 



o, 
o, 

• y 

— A. 



En efiel, ce sont là bien n solutions, car on a [form. (4) du n® 3] 

Ces solutions sont indépendantes, car l'un des déterminants est ( — A)". 

Et si l'on considère maintenant les déterminants de cette matrice qui correspon- 
dent aux mn -h i déterminants que nous avons considérés dans le n« 3, on reconnaît 
immédiatement qu'ils n'en diffèrent que par le facteur ( — î)"!'*"*, et cette propor- 
tionnalité s'étend aisément aux autres déterminants. 



SUR LA THÉORIE DES NOMBRES. 



63 



Plus généralement, on peut obtenir n solutions indépendantes ainsi. Soit 



D = 



• • • 

• • • 



<^\.m-k-n 



• • «Wj/n-i-n 



Cfi^m-i-n 



Puisque tous les déterminants de la matrice donnée ne sont pas nuls, on pourra 
choisir les nombres c/^a, de manière que D ne soit pas nul. Désignant alors parC/^A 
le coefficient de c/,a dans D, il est clair que l'on a le système suivant de n solu- 
tions 



C«,i, 



• • » 



•«,m-t-n) 



et, d'après un théorème connu, un déterminant quelconque de cette matrice est 
égal au déterminant correspondant de la matrice || a/^^lfi^ultiplié par D""*. 

9. Nous allons résoudre maintenant le problème suivant. Etant donnée une 

matrice 

l|A|', 

du type n x (m 4- n)^ dont <i est le plus grand diviseur, trouver toutes les solutions 

de l'équation 

||A|| = ||C||x||B||, 

le déterminant | C| étant zh d. Il est clair que le plus grand diviseur de ||B|| est i, 
et si Ton a trouvé une matrice dont les déterminants sont proportionnels à ceux de 
Il A II et dont le plus grand diviseur est = i, on pourra la prendre pour ||B||; la 
matrice || G|| s'en déduit d'après le théorème VI. 

On peut obtenir une telle matrice || B || en considérant le système indétermim* 
dont la matrice est || A ||. On cherchera m solutions indépendantes formant une ma- 
trice Il A'||. Ensuite, on cherche un système fondamental de solutions du système 
indéterminé dont la matrice est || A' ||. La matrice formée par ce système fondamen- 
tal satisfait évidemment aux conditions. 

Mais voici une autre méthode qui sera préférable ordinairement. Divisons 
d'abord la première ligne horizontale de jj A|| par le plus grand commun diviseur 
des nombres qu'elle renferme, on aura ainsi la matrice 



^1,1» 


àuii 


. . . , 


*.. 


m-¥-ny 


«ï,l> 


ûfî,ï, 


. . . ) 


a», 


m-^m 


. . • , 


«»,J» 


... 1 

• • • » 


««, 


m-i-n' 
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Soit maintenant d^ le plus g^and commun diviseur de la matrice formée avec les 
deux premières lignes. Je dis que Ton pourra déterminer un nombre x satisfaisant 
aux congruences 

£ = I, a, . . .y m -T- n. 

C'est ce qui résulte du théorème V. En retranchant donc de la seconde ligne, la 
première multipliée par x, elle deviendra divisible par dt et, après la division, on 
aura une matrice 

^1,1^ ^1,1' • • •> ^i,/ii-t-/i> 

^3.1î ^3,î» •••» ^3,m-4-/i» 

et le plus grand diviseur de la matrice des deux premières lignes est = i . 

Soit f/2 le plus grand diviseur de la matrice des trois premières lignes, les con- 
gruences 

(i = 1,2, . . .y m -r- n) 

admettent encore une solution, d'après le théorème V. En retranchant de la troi- 
sième ligne la première multipliée par x et la seconde ligne multipliée par v on 
pourra diviser par d^ et, dans la matrice obtenue 

ài.u ^l,t^ • • • ♦ ^l,m-»-/i> 

^3,1» ^3,îJ •••» '^i,m-k-ni 
^4,1' «4,î? •••1 ^'v,m-f-«» 

le plus grand diviseur de la matrice partielle formée par les trois premières lignes 
est = i. \\ est clair que Ton peut continuer ainsi, on finira par trouver une 
matrice 

Il ^a- 11 = Il B II 

A- = I , -2 , . . . , /i -+- m / 



( 



dont le plus grand diviseur esl =1, et il est clair que ses déterminants seront pro- 
portionnels à ceux de || A ||. On peut remarquer que ce procédé donne, dans le cas 
m = o, une nouvelle méthode pour la construction d'un déterminant = 1+3 | , 
Ayant ainsi ohtenu une solution particulière 



'1A||=-1ig;;x||bi|, 
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il est facile de voir que la solution la plus générale sera comprise dans les for- 
mules 

!|A|| = ||Go||x||Bo||, 
où 

(|Bo|| = ||E||x;|B||, 
||Co|| = ||C||x|lE||-i,. 



E II étant une matrice quelconque du type n x n dont le déterminant est dz i . 
Lorsque || A || est la matrice de n solutions indépendantes du système (I), la ma- 
Irico II B|| sera composée d'un système fondamental de solutions. 

10. On peut obtenir la solution du système 

(1) 

( £ = I, 2, . . ., m 

encore par une autre méthode, un peu différente de celle que nous avons exposée 
dans le n° 4, et qui conduit à un résultat dont nous aurons besoin plus loin. 

Nous avans vu, dans le Chapitre II, que par une substitution linéaire de déter- 
minant di I, on peut transformer l'expression 

en dijr\, dx étant le plus grand commun diviseur des coefficients «i,», . . ., «i,w+/i. 
A l'aide de cette transformation, on déduira de (I) un système équivalent dont la 
matrice affectera la forme 



rfl 





• • • 


O 


«',.. 


«'... 


• • • 




• • . . 


.... 


• • • 




«m,i 


«m,î 


• • • 





Les coefficients a^ j, a'^^, . . ., ci'^^m^n ^^ peuvent pas être tous nuls, car tous 
les mineurs du second degré des deux premières lignes seraient nuls; la même 
chose aurait lieu pour la matrice des a/,*, ce qui est contre l'hypothèse admise. 
En opérant donc sur les variables ^!j, x'^, . . ., x'^^^j on pourra transformer en- 
core le système de manière à obtenir un nouveau système dont la matrice affecte 
la forme 



d, 


o 


O 


• • • 





«".,. 


dt 


O 


• • • 


o 


«'... 


«'... 


«i.. 


• • 




• . • • 


. . • • 


.... 


• • • 






«m,« 


«Vï 


• • • 
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d^ étant le p. g. c. d. de a^ ,, a'^ ,, ..., a'a,;»^,,. En continuant ainsi, on sera 
amené finalement à une matrice de la forme 



(A^ 



dx o 



O 



o 



o 



Il est clair qu'on aura d := d^d^d^. . . dm^ et si les nouvelles inconnues sont 
y\^ yi> • • •i^m+zï, la solution la plus générale s'obtient en posant 



>'l=^î=J^'3 = 



-- y m = o, 



tandis quey^,,^,, ^'m+2î • • • ^ J'/w+zi peuvent prendre toutes les valeurs entières de 
— oo à -Hoo. 

On peut simplifier encore le tableau (A). En remplaçant d'abord y^ par 
y^ — O^ij il est clair qu'on peut faire en sorte que le coefficient pa^i devient po- 
sitif, mais inférieur à d^. En remplaçant ensuite y^ par ^'3 — cy^ — <^y^y on peut 
assujettir les coefficients ^3,1, ^3,2 aux limitations 

On voit, en définitive, qu'il existe toujours une substitution de déterminant i±i 1 , 
tel que le système transforme a une matrice de la forme particulière (A)^ où les 
roefficients rf, , d^^ . . ., d„i sont positifs et 



<^%Kk<di 



[A- = 1,2, . .., (« — D] 



(voir HermitE) Journal de Crelle, t. 41, p. 192). On verra facilement que celte 
forme réduite (A) est unique. La nature invariantive des coefficients du ta- 
bleau (A) s'aperçoit aisément. D'abord il est clair que rf, est la plus petite valeur 
(sauf o) que peut avoir l'expression 



^/,l^I "^~ Û5|,ja*î -:-...-!- <Jt\m-i-n^m 4-n> 



jr«, Xj, . . . , Xm^n étant liés par les relations 



A' = I, 2, 3, . . ., (t — l). 



Ensuite ^jj est la plus petite valeur que peut avoir la fonction linéaire 



^1,1^1 -H . . • -+- Ûf2.m-!-»»^/« + /lï 
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Xi^ . . ., Xm+n étant liés par la relation 

Knsiiile ^3,1, ^3,2 sont les plus petites valeurs de 

.r,, . . . , Xni^n étant assujettis, clans le premier cas, aux relations 

^t,t a^i -f- . . . -f- a^^,n-\-n^m-^n = pî,l 

et, dans le second cas, aux relations 



ainsi de suite. 






H. Considérons maintenant le système non homogène 

(1 = 1,2, . . ., /?i). 

Soit r/ le plus grand diviseur de la matrice de ce système, d' le plus grand divi- 
seur de la matrice complétée, il est clair que cP divise d. Mais, en éliminant 
m — I des inconnues, on reconnaît que tout déterminant delà matrice complétée, 
qui n'esl pas en même temps un déterminant de la matrice non complétée, doit 
être divisible par d. Pour que le système (111) admette des solutions, il est donc 
nécessaire que Ton ait rf= rf'. Mais cette condition est aussi suffisante. 

Théorème VIII. — Pour que le système (III) admette des solutions j il faut 
et il suffit que le plus grand diviseur de la matrice du système soit égal au 
plus grand diviseur de la matrice complétée. 

En efTcl, dire que le système (III) admet une solution, c'est la même chose 
(|ue de dire que le système homogène 

admet une solution où :ro = — i. Or la solution générale du système homogène 

est 

iri= Po,ifo-Hpi,/<i-h...-t- p/1,/^/1, 

t = o, I, 2, . . ., (m-h n). 
En supposant d = d' les déterminants de la matrice des || ^i^k\\ qui renferment 
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los coefficients po,o? ?i,oi • • • j ?/î,o sont égaux aux déterminants correspondants 
de la matrice du système homogène, divisés par d. Mais ces déterminants sont 
simplement les déterminants du système (111), et en les divisant par d on obtient 
des nombres dont le p. g. c. d. est = i. 11 est clair par là que. le p. g. c. d. de 
?o,o? ?«,oi •••> ?rt,o est aussi = 1, et, par conséquent, on peut donner à /©. 
/,, .,., /m des valeurs telles que ^o = — "• Oj™ reconnaîtrait aussi facilement 
la vérité de ce théorème à l'aide de la méthode de réduction du n** 4. On voit, 
d'après ce théorème, que si l'on considère l'ensemble des solutions du système 

homogène (1), la plus petite valeur de Xk (sauf o) est -^j d^ étant le plus grand 

diviseur de la matrice obtenue en supprimant la A»''"« colonne. Cette valeur -^ est 
donc, dans tout système fondamental de solutions 

pi',l> p/,î> •••> P/,m-i-/ïï 
«' = I, a, . . .. /i 

le p. g. c. d. de |ï,,a, ?2,a, • • -, ^i/l,A• 

Il est clair que pour obtenir la solution la plus générale du système non homo- 
gène (111), il suffit d'ajouter a une solution particulière la solution la plus géné- 
rale du système homogène (1). 

Iî2. Si le système (111) admet une solution pour certaines valeurs de W|, Wj, • . . , 
M„,, il en sera de même encore si l'on remplace ces nombres par i>|, Tj, . . ., 
i'/w, où 

iii^Vi (mode?), e = i,îî, ..., m. 

\m possibilité ou l'impossibilité du système ne dépend donc que des résidus 
de W|, «21 • • •? ^^m par rapporta d. Le nombre total de ces systèmes de résidus 
est de rf'", mais pour rf'""' de ces systèmes seulement, les équations (III) ad- 
mettent une solution. Pour le reconnaître, il suffit de recourir à la transforma- 
tion du n° 10, qui donne un système équivalent de la forme 

Wi = difu 

'^3 = Paj^i -^ ?t,tyi ■+- d^yz, 



«/« — P//M ^1 H- . . . -i- ?//i,//i-i J^/rt-l -+- d,ny,n^ 

dx di ... dfn = d. 



d 



Il est clair d'abord que ;/, ne peut voir que -^ valeurs par rapport au module d. 
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A chacune de ces valeurs de Ui correspond une valeur déterminée de yt et en- 
suite évidemment -j- valeurs de ^2 par rapport au module rf. A chaque système 
de valeurs de Wj et «2 correspondent ensuite des valeurs déterminées de yt et y. 2 
et ensuite -j- valeurs de W3 par rapport au module rf, etc. Le nombre total des 
systèmes de résidus de W|, W27 • • • > W/ii> P^^ rapport au module rf, est donc 

d d d ^ , 

-r X -r X ... X -r- = a"'-*. c. q. f. d. 

«1 "î «//» 

Parmi les valeurs admissibles pour ui figure toujours la valeur M|= o, et si 
Ton se donne d'avance 

Mj =«, = ... = M;t = o, 

les wa+i, . . ., Um ne peuvent plus représenter que rf'"~* systèmes de résidus par 
rapport au module d. Mais, en raisonnant comme tout à l'heure, on voit que^ 
parmi ces systèmes, il n'y en a que 

= didt ... dkX e/"»-^-», 



"A--+-i> dk^tt . . ., a, 



m 



pour lesquels le système (III) admet des solutions. Il est clair que t/| <f 2 • • • ^a 
est ici le plus grand diviseur de la matrice des k premières des équations (III). 

13. Ces propositions ont lieu encore dans le cas n = o, lorsque le nombre des 
équations est égal au nombre des inconnues, et nous allons en faire une applica- 
tion dans un cas de cette nature. 

Prenons un système de m^ nombres entiers 

a/,jt (t, A- = I, 2, .... m), 

dont le déterminant 

est positif ^ o. 

Si l'on considère les équations 

le déterminant est A"*"*, et, d'après ce qu'on vient de voir, il y a A^*»"*^* systèmes 
de résidus Ui par rapport au module A'"** pour lesquels le système (A) admet 
une solution enlirre. Mais la solution de ce système est donnée par les formules 

Aar/= ai,M/i H- a,,^ M, -♦-...-+- am,lUm, 
, * = 1, a, . , ,, /?«. 
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On voit donc que si le système a une solution entière pour un système de va- 
leurs de /*,, . . . , Umi il en aura encore une en remplaçant ui par f',-^ Ui (mod A). 
Soit A" le nombre des systèmes de résidus des w/ par rapport au module A, pour 
lesquels les équations (A) admettent une solution, un tel système en engendrera 
évidemment A'"^'""^^ par rapport au module A'"~* ; donc 

Il est clair, du reste, que ce nombre k est simplement le nombre des solutions 
des congruences 

ai,/M, -h aj,/ 1/1-+-. ..-+-«;„,/ M^, — o (mod A), 

et, d'après un théorème que nous rencontrerons plus loin, on peut conclure de là 
aussi cette valeur A* = A. 

Ce résultat peut s'énoncer ainsi : 

Théorème IX. — Il y a exactement A systèmes de nombres entiers x^y x^^ 
. . . , Xm qui satisfont aux inégalités 

^ dùi d^ dA ^ , 

(£ = I, 9,, . . ., m). 

Dans les cas m = 2, ^/i = 3, ce théorème admet une interprétation géométrique 
très simple. Considérons dans l'espace trois axes rectangulaires OX, OY, OZ et 
le réseau de tous les points dont les trois coordonnées x, y, z sont des nombres 
entiers. Soient 

A (a?i, j^i, 5,), B (ar„7„ Zi), C (a-3.73, Zi) 

trois points du réseau ; nous supposerons que 



A = 



a:*! yi Z\ 

^3 yi ^3 



soit différent de zéro et positif. Alors A est le volume d'un parallélépipède dont 
trois arêtes sont OA, OB, OC. Soient Oi, A,, B,, C, les sommets du parallélé- 
pipède opposés à O, A, B, C. 
L'équation de la face OBC est 

dA c>A c>A _ 

;r X-\- -r— Y-+- -J— Z=0, 

oxx oyi ozi 
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et Téqualion de la face opposée 0| B|C| passant par le sommet 0| est 



X-f--r— YH- — -Z = A. 

Oxi oyx dzi 



Les trois inégalités 



0I-— X-4- _-Y-+--r-.Z<A, 

dx\ oyx ozi 

^ dA ^ c^A ^ <?A ^ 

expriment donc que le point X, Y, Z est à Tinlérieur du parallélépipède ou sur 
Tune des faces passant par O, mais non sur une des faces passant par 0|. Le 
théorème IX exprime donc qu'il y a exactement A points du réseau qui satisfont 
à ces conditions. Une légère attention suffit pour reconnaître que, dans ce dénom- 
brement, il ne faut compter qu'un des huit sommets du parallélépipède : c'est le 
sommet O. Quant aux points sur les arêtes (mais qui ne sont pas des sommets), 
il ne faut compter que les points qui sont sur les trois arêtes passant par O. 
Enfin, pour les points sur les faces (mais non sur une arête), il ne faut compter 
que ceux qui sont sur les trois faces passant par O, mais non ceux qui sont sur 
les trois autres faces. 

Il est clair qu'on obtiendrait le même nombre A, en comptant tous les points 
sur les faces, arêtes, sommets, si Ton adopte cette règle de compter un sommet 
pour j, un point sur une arête pour J, un point sur une face pour^. 

Il serait extrêmement facile de démontrer directement ce résultat en prolon- 
geant les arêtes OA, OB, OC jusqu'en A', B', C, de telle manière que 

OA'=A:.OA, OB'=A:.OB, OG'=A:.OC, 

k étant un entier, et en considérant alors le parallélépipède avec les arêtes OA', 
OB', OC. Le rapport des volumes des deux parallélépipèdes est A:', et l'on recon- 
naît aussi que le rapport des nombres des points du réseau à l'intérieur des 
deux parallélépipèdes (comptés d'après la règle indiquée) est aussi exactement A*'. 
Or, d'après la définition même du volume, le rapport du volume et du nombre 
des points à l'intérieur du parallélépipède OA'B'G'doit tendre vers i pour k = oc. 
Mais puisque ce rapport ne varie pas, il est toujours = i . 

On peut se placer à un point de vue un peu différent. Considérons dans Fes- 

pace le réseau des points dont les coordonnées sont des multiples de t» k étant 

un nombre entier. Le volume d'une certaine partie de l'espace peut être défini 
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alors (d'après Lejeune-Dirichlel) comme la limite du rapport 

M: A:» 

pour A == 00, M étant le nombre des points du réseau qui appartiennent à la partie 
de l'espace que Ton considère. Adoptant celte définition de volume, on peut 
conclure directement du théorème IX que le volume du parallélépipède OABC 
est exprimé par le déterminant A. 

On comprendra maintenant que M. Smjth a pu déduire de ces considérations 
une démonstration arithmétique de la formule de transformation des intégrales 
multiples. 

Solutions de quelques problèmes sur les matrices, 

14. Étant donnée une matrice 

ai, ûTî, ..., a«-4-i ou II A || 

du tvpe i X {n -{- i)y dont rf est le plus grand diviseur, nous avons vu (Chap.I[,22) 
qu'on peut trouver toujours une matrice 



ll^alj ou ||B|| 
du type n {.n -i- i), telle que le déterminant 



/t = I, 2, . .., /i \ 

\k = 1,2, ..., 71-1-1/ 



A 

B 



Proposons-nous maintenant de trouver la solution la plus générale de ce pro- 
blème. Il est clair, en divisant tous les éléments de || A|| par d^ qu'on peut sup- 
poser d =: i. Cela étant, si l'on a 



A 

B 



= I 



A 

G 



= I, 



C II étant une solution quelconque, nous savons, parle théorème VI, qu'il existe 
toujours une matrice ||E|| du type {n + i) x (n -\- i) (et une seule), telle 
que 

A 



(I) 



A 

G 



: = iiEiix 



B 



où I E II = db I . Mais il est clair que la matrice || E || doit avoir ici la forme parti- 
culière 



I 


O 










Pi 


^1,1 


^M 




^1,11 


m • 


«M 

• • • 


• • • 




• • • 


Pn 


^11,1 


^/i,î 




^n^n 
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n3 



/?!, />2, • . .^ pn étant arbitraires et | e/,A | = iti i . Avec cette expression de || E [|, 
la formule (i) renferme donc toutes les solutions du problème et chaque solution 
une seule fois. On peut mettre cette solution sous une autre forme en remarquant 
que la matrice || E || peut se metlre sous la forme 



o ei,i ... €,,„ 



o en,x 



^n,n 



I O O 

Çi o I 

• • • • 

Çn O o 



O 

o 
o 



9m Ç2j • • • 9 7/1 étant des nombres qui peuvent avoir des valeurs arbitraires. En 
substituant cette expression dans la formule (i), on obtient sans difficulté la ma- 
trice la plus générale [[C || qui satisfait au problème, sous la forme 

l|C|| = ||^/.*||x||6/,A--+-ç/aA||, 



B II = Il 6/^A II étant une solution particulière. 



15. Plus généralement, soit 



ll«/,*-|| ou II A II 



[£= 1,2, ...» /« 1 

A* = 1,2, . . ., (m-f- /i)J 



une matrice donnée du type m x {m -h n)j dont d est le plus grand diviseur. 
Proposons-nous de trouver toutes les matrices 



lk/,*|| ou II G II 
du type complémentaire /i x (m -f- ^) telles que 



[I = 1,2, ...» /i 1 

A- = î,2 (m-H /i)| 



A 

G 



= ±d. 



On peut remarquer d'abord qu'on peut supposer rf= j, car nous savons qu'on 
peut trouver une matrice |1A'|| du même type que ||A||, dont les déterminants 
sont proportionnels à ceux de jj A|| et dont le plus grand diviseur est= i (n°9). 
(^ette matrice || A' || étant obtenue, il est clair que les deux conditions 



A 




A' 




-±d. 




G 




G 






sont absolument équivalentes. Nous supposerons donc ^=i, et de plus qu'on 
ait obtenu déjà une solution particulière 



Il ^/,>t 



ou 



H 



[I = 1,2, . . ., /* 1 

A = Î.2, . .., (//î-h/l)J 



IV. — Fac. de T. 



[O 
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Ayant 



Â 

G 



= :î=i 



A 

B 



= ±i, 



on en conclut encore par le théorème VI 



(I) 



A 

G 



= ||E||x 



A 

B 



||E|| étant une matrice du type (/n-|-/i)x(/n-4- /]) dont le déterminant est= di i 
Mais il est clair que cette matrice || E || doit avoir ici la forme particulière 



1 


O 


O 


O 


• 




o 


o 


I 


O 


O 


• 




o 


• 


• • 


• • • 


• 


• 




• 


o 


O 


I 


O 


o 




o 


• • • 


• • • • 


• ■ ■ • • • 


• • • 


• • • 




• • ■ 


PnA 


PnA • 


• • Pn,m 


^/l,l 


^«,t 




^n,n 



Cette formule (i) renferme ainsi déjà la solution la plus générale du problème, 
mais on peut la mettre encore sous une autre forme en remarquant que la ma- 
trice Il E|| peut se mettre sous la forme d'un produit 



I o 



o I 



o o 



o o 



o o 



o 



I o 



o «1,1 



• • • 



o en,i 





o 






o 






• 






o 


X 




«l,/« 






• • • 






^n,n 





O 



o 



o 



I o o 



^1,1 yl,î 



7/1,1 Çn,i 



Çi,fn I 



qn,m O O 



O 
r> 

O 



où les Çi^k peuvent avoir des valeurs quelconques. On obtient facilement 



C|| = 



«1,1 • • • «i,n 



«/i,l • • • «/i,n 



X II 6|,*-H^/,iai,it-»- 7*\î«i,*-+- ...-+- qi,m<^m,k II 



[i = 1,2, . .., /l 1 

A* = I, 2, ..., (m -h n)\ 



où les Ci^k doivent satisfaire à la relation | a^k | = ± i . 

Pour obtenir la solution particulière || B ||, on prendra d'abord une matrice 
quelconque || mi^k |1 ou || M || du type /i x (m -h /i), telle que le déterminant de la 
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matrice 

A 

M 

ne soit pas nul. Par le procédé du n^ 9 on pourra, sans changer les m premières 
lignes, en déduire une autre matrice du même type (m H- /i) x (m 4- w) et dont 
le déterminant est =i= 1 . 

16. Nous avons vu (Chap. II, n® 21) qu'on peut toujours trouver une matrice 
du type n x (/i-hi) dont les déterminants ont des valeurs données, non toutes 
nulles. On peut se proposer d'obtenir toutes les matrices qui satisfont à ces con- 
ditions, mais nous traiterons directement le problème plus général ; 

Trouver toutes les matrices du type mx{m-\-n) dont les déterminants 
ont des valeurs données. 

A cause des relations identiques entre les déterminants, les valeurs données ne 
peuvent pas être quelconques. Adoptons les notations du n° 3 et supposons que 
le déterminant A ne soit pas nul : on pourra se borner à considérer les mn -+- 1 dé- 
terminants A, A/^OT+A. Ces déterminants-là ne peuvent pas même être des nombres 
arbitraires, il faut que les autres déterminants A' qu'on en déduit par la for- 
mule (5) du n° 3 soient aussi des entiers. Mais, cela étant, nous allons voir que le 
problème est toujours possible et admet une infinité de solutions. 

En effet, prenons d'abord arbitrairement les m premières colonnes avec la seule 

condition 

|ai,*| = A (1, A: = 1,2..., m), 

alors on pourra déterminer les autres colonnes comme au n^ 3; il est vrai que ces 
autres éléments 

«/,»n-A- = («/,! AI,wn-A•-^- «/,! ^t,m-\-k-^' '^-^Cii^m ^m,m-hk) '. ^ 

ne seront pas des entiers; toujours est-il vrai que la matrice ainsi formée admettra 
pour déterminants les valeurs données, qui sont toutes entières. En multipliant 
les lignes horizontales par A, on obtiendra une matrice dont les déterminants sont 
proportionnels aux valeurs données. On peut alors déduire de là (par le procédé 
du n^ 9) une autre matrice dont les déterminants sont encore proportionnels aux 
valeurs données, mais dont le plus grand diviseur est i. Soit 

l|B|| 

cette matrice, si d est le p. g. c. d. de tous les déterminants de la matrice cher- 
chée, l'expression la plus générale de cette matrice sera 

I|CI|X||BI|, 



76 



T.-J. STIELTJES. 



où ||C|| est une matrice quelconque du type mx m, dont le déterminant e^t 
= ± d. En prenant en particulier pour les Oi^k ('>^ = i? • • • i /w) les valeurs sui- 
vantes 

on trouve que les déterminants de la matrice 

A o ... O A|^//t4.i Ai^/n^.] . . . Ai^/n^-n. 
O A ... O As^/yt+i As^/n-t-I • • • ^ty/n-k-nj 



O O ... A A 



m,m-\-l *^m^m-ht 



^m^m-¥n 



sont proportionnels aux déterminants de la matrice cherchée; on pourra donc en 
déduire la matrice {{ B||. 

Si Tun des déterminants donnés divise exactement tous les autres, on le prendra 
pour A ; dans ce cas, on peut écrire la matrice || B || sans aucun calcul. 

Une autre méthode pour trouver cette matrice || B || est la suivante ; considérons 
le système d'équations linéaires homogènes dont la matrice est 



•^l,m+l "^t.m-t-l 



^l,/»n-l 



^J,m-t-î 



^/«,/if-l-l 



^m^m-¥\ 



— A o 
O —A 



O 

o 



•^i./m-rt ^j, 



ni-¥n • • • 



^m,m-hn 



o 



O 



— A 



La matrice formée par un système fondamental de solutions de ces équations 
sera une matrice du type m x {m-{- n); ses déterminants seront proportionnels 
aux valeurs données et le plus grand diviseur de cette matrice est =: i . C'est ce qui 
résulte immédiatement des propositions établies précédemment, si Ton se rap- 
pelle le théorème VII et sa démonstration. • 

17. Soit II A II = Il Oi^k II une matrice du type m x (/w 4- /i), dont le plus grand 
diviseur est 8, || C |l = || Ci^h \\ une matrice du type complémentaire n x (m -{- n), 
lelle que 



(I) 



«1,1 

• . . 

. • . 



«l.m-+-n 

• ••••• 

Cl,m+n 

• ••••• 



=±s. 



Nous savons qu'il existe de telles matrices (voir n° 13). 
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Soit ensuite ||B1| = || 6i,a|| "ne matrice du type n x (m-f- /i), formée j)ar un 
sj^stème fondamental de solutions des équations linéaires homogènes 

(i = 1, 2, . . ., /«). 

Les matrides || B|{ et |{ Cjl sont du même type; à un déterminant A^ de la pre- 
mière on peut faire correspondre un déterminant A^ de la seconde, en supposant 
que deux déterminants correspondants sont formés avec n colonnes de même 
rang (et prises dans le même ordre) dans les deux matrices. Cela étant, on a 



la sommation s^étendant à toutes les paires de déterminants correspondants. Pour 
le montrer, remarquons que le plus grand diviseur de la matrice || B | est l'unité : 
on peut donc former une matrice || D j| = [] ^i,a|| du type mx {m -\- n), telle que 



('^) 



• • • • 






■ • • • • • • 



^n,mirn 






En multipliant les deux déterminants (i) et (2), il vient 



c'est-à-dire 



Ai,i . . . A/,i,i o 



"1,1 



'*//!, 1 *'l,t 



O 



= ±0, 






Aj j . . . A/yi^i 



■ • • • • • • 



A.|,/ii . . . A/n^ 



m 



1,1 



^1,» 



^«,1 



/»,« 



0. 



Or, Aa et A</ étant deux déterminants correspondants des matrices || A 1| et |l I) 






1^. vmvaok. 



"U m k t t^ ^JV^" *^ '-*■ ^^f^^ ^^^' ^^f^nh^. {Utmmîtir*. 4tt* 



%« 



.^■: /H * * ^m m. 



2 



ê^ 4^ m p^mn» 



*; ; 



^7^ 



*mt 



^mj» 



2 



- y ux. 



%tit$k U0H% U-^ A^^rrmtustuU 1« ^mi dUUîble^ f*r Z: ffti :à dfpwtc Déce^éairement 



2 



A-.rV 



- - l. 



2 



A*X ^- r- t 



r. Q. w. u. 



tH, \ \''4$é\ê' d*' ê.H f/;^MlUfi« WêU% pooiroos r^/odre facikrOMrnt le iiroblêm*' 
^ms'4Ut % f^Uêfit tlotth/ré: utifi mMirice | A ,| du l%pe m'X.xm^rnu dont le plu> 
'/ti*ff4 AWiwur #'ff ?^ ir//fiver upuUt% l^% matrice» ! D du même upe ei telles que 

^^, ^'f 1^/ éUfil d#fiix iléiennin^nH corre^fKindafiU» de» deux matrice». En eflfel, 
fU'U'Jiutfîhit^ deux ntHincttn 'Bj' et jC!' comme dans le numéro précédent. Sî 
i$ou^ d/rierfnffiOfi4i en<»fiite une matrice , Dj par la condition 



D 
B 



= "i, 



lutim %MVori» '|iie celle malnce fournil une Holulion de noire problème. 

Mitin '^î <lin fp^on obtient ain»i toutes les solutions du problème. Soii, en eflel, 
j' h II une ftobition quelconcpje, et posons 



On en concliil 






= X 






X 



C 



-^ :+: 



A:3 = (SùLa!j\ X (^^t'^c); 



nr on U) |»uir»qtH' || l)|| chI une solution, 



2AaArf = ±8, 



f*l, «rapr^'H la proposition du n" 17, 



2a^^c = 



i; 
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donc 

11 est clair par là que le problème proposé est identique avec le suivant que 
nous avons déjà résolu dans le n° 15 : Trouver toutes les matrices || D||, telles que 

D 
B 



= IÎZl 



On obtient ces résultats aussi en s'appujant sur le théorème VII, car la rela- 
tion (i) du n° 17 peut s'écrire 

2AaAc = ±8. 
Or, d'après le théorème cité, le rapport A^ ! A^ est constant et égal à + ; donc 

et, ensuite, il est évident que les relations 

sont équivalentes. 

19. Nous terminerons ces considérations par quelques remarques sur le plus 
grand commun diviseur d^une matrice. 

Dans le cas d'une matrice du type i x /i, le plus grand diviseur peut être défini 
aussi comme la plus petite valeur (sauf o) que peut prendre la fonction linéaire 

«I a?i -f- aj a?! 4- . . . H- a^ Xn-, 

pour les valeurs entières de Xi, X2, . . ., ^«. Il existe une proposition analogue 
pour une matrice ||ai\A|| du type mx(m-\-n). Considérons les m fonctions 
linéaires 

X/= Cti^iXi-hai^^Xi-h, . .-h ai^m^n^m-¥n 
(t = I, 2 m), 

et m systèmes de valeurs de ces fonctions 

(t, A = I, 2, . . ., /Il), 

le déterminant | A/^a | est toujours divisible par 3, le plus grand diviseur de la 
matrice ||«i,a||; mais nous savons, par l'analyse précédente, qu'on peut toujours 
choisir les di^k de manière que ce déterminant devient égal à ±: 0. 
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Par conséquent, 5 est aussi la plus petite valeur (sauf o) que peut avoir le déter- 
minant formé par m systèmes de valeurs des m fonctions linéaires X,-. 

20. Soient |j a/,A || ou || A || une matrice du type m x (m 4- /i), || A^ || la matrice 
du type mxp formée par p colonnes de || A ||. Nous supposons p<im. Désignons 
encore par dp le plus grand diviseur de ||A^||, et par D le plus grand commun 
diviseur de tous les déterminants de || A || qui renferment les p colonnes de || A^ ||. 
11 est clair que D est est un multiple de dp. Nous allons montrer que tous les 

déterminants de II A(| sont dàùsibles par -p- 

dp 
Pour simplifier un peu la démonstration, nous supposerons que || A^ {| est 
formée par les p premières colonnes de ||A||. Nous avons à démontrer qu'un 

déterminant quelconque A de |, A|| est divisible par -j-* Si ce déterminant A a un 

certain nombre /* de colonnes communes avec |1 A|,||, nous pouvons encore sup- 
poser que ce sont les r premières colonnes de ||A^||. Cela étant, nous désignerons 
lin déterminant quelconque de || A|| par le symbole 

OÙ \\y A27 • • • ) )^m indiquent les rangs des colonnes de || A|| qui figurent dans le 
déterminant. 

En ajoutant à la matrice une (m -f- 1 )•''"'* ligne 

«/,!> ^<,t> •••» ^/,//l4-/I» 

on obtient une matrice du type (m 4- 1) x {m 4- n), dont tous les déterminants 
sont nuls. En développant un tel déterminant comme fonction linéaire des élé- 
ments de la dernière ligne, on aura, par exemple, 

[2, 3, ...,/?> ^1» ^î» •••> ^/«-/H-l]^/J-^- •••-+- [l> 2, ..,,/> — I» ^1» ^î> •••, ^m-p+l]û/,p 
-+-[1,2, " -1 p, ^1, • • .? ^/n-p+l]«/,X! -♦-..•-+- [l, a, . . .,/?!, Al, . , ., y^m-p^Cti.m—p'^ï = O. 

Les indices X|, X2, ... sont ici et dans la suite toujours >/>. 

D'après notre notation, dp est le plus grand diviseur de la matrice || A^ ||, formée 
par les p premières colonnes de || A |[. Il est clair, d'après cela, que ce qu'il faudra 
entendre par rfj,_.i, rf/>_2î • • •? ^m ce sont les plus grands diviseurs de matrices 
que nous pouvons désigner par || A^.i ||, || A^_2 |{, • • • ? || A| ![. Dans l'identité que 
nous venons d'écrire, on peut prendre / = i , 2, . . . , m. 

Si l'on élimine alors entre p des équations ainsi obtenues les quantités qui 
multiplient a/^i, a/^2, . . ., ai^p_i^ il viendra 

[1, a, . , , ^ p — I, A|. ...» Am—p-^i J ^p 
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Ici \p est un des déterminants de || A^ ||, et il est clair que Aj,, A^, . . . , A^' ''"*'* 
sont tous divisibles par dp_t. Donc 

[i, a, ...,/? — ï» ^1» . • • , A/W-/Î4-1 J Ay, 

est divisible par D x dp^t . Mais A^ peut être un déterminant quelconque de || A^ || ; 
par conséquent, 

[ 1 , 2, ' ' ", p — I , A| , . . . ,, \„t-p-^\ ] dp 

est aussi divisible par D x ^j»«i, c'est-à-dire 

[l, 2, ...,/? — I, Al, •••» ^m—p-i-i J 

est divisible par . ^"^ • 

dp 

En laissant de côté maintenant la y>'*"'ï colonne de || A 1|, on a les identités 

[•2,3, ...jP — I, Al, Aj, .., A,;, -p-Hi]a/,i -+-... -r- [i , 2, . . .,/? — 2, Al, Aj, ..., Af,i~p-\-t]aij,..i 

-^- [«, î» />— I» ^î, •••» ^//i-/>-t-ï]«/,X,-+- •••-+-[', 2, ...,/? — 1, Xi, ..., X,„_p+i]a/,),„_^^5 = o, 

1 = 1, 2 , . . . , m . 

En éliminant entre p — i de ces relations les coefficients de a/^i, . . . , ai^p^^i 
il vient 

[l,2, ...,/? — 2, Al, ..., A/rt-p-^.J J Ay,_| 

-+- [l, 2, ..., /? — I, Xj, .., X,„_^^_5]Aj,_i f-...-r- [l, ..., /? — 1, Xi, . ., \,n-p-i.i\^'^Z[^^ = O, 

où A^_| est un des déterminants de || Ay,_i || et où A*,, ..., ^plf*^' sont tous divi- 
sibles par dp^2' On voit donc que 

[i , 2, . . . , y> — 2, A], . . . , A/,t-/>4-2 J ^/>— I 

.est divisible par ^ ^^j et, puisque An_« peut être un déterminant quel- 

Up 

conque de || Ap_, ||, on en conclut que 

[l, 2, , . .^ p 2, Al. . . ., Affi— p^^\ dp— ij 

doit être aussi divisible par le même nombre, c'est-à-dire 

I , 2, ...,/? 2, Al, . . . , A,;, _ y,-f J J 



est divisible par T'^ ' '^^ continuant ainsi, on reconnaît que 

[1,2, . . . , /', Al, A-) , • • • > A /;| _ ;. J 

IV. — Fac. de T. Il 
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est divisible pnr — -, ~ , cl enfin que [Xi, X2» • • •? ^^ni\ est divisible par ;,-• La 

proposition énoncée est démontrée. 

D'après la démonstration, on voit facilement que, si Ton suppose que tous les 
déterminants de || A || ne sont pas nuls, les déterminants de || A|| qui renferment 
les p colonnes de ||A^|| ne peuvent pas être tous nuls, à moins que tous les 
déterminants de || A^ | ne soient tous nuls. D et dp sont alors indéterminés tous 
les deux. 

Corollaire I. — Lorsque clp= i, D est le plus grand diviseur de la ma- 
trice Il A II. 



Corollaire II. — Lorsque le plus grand diviseur de la matrice || A|] est = 1, 
on a 



D =. dp. 



21 . Considérons une matrice 



"B|i ou Wbi^k 



X: — I, 2, . . ., (m -r- /i), 
formée par un système fondamental de solutions de 

1=1,2, . . . , m. 

Soient || B^ || une matrice formée par/? des colonnes de || B jj, en supposant 
p<C^} dp 'c plus grand diviseur de ]|B^[|. Soient ensuite 8 le plus grand divi- 
seur de la matrice des a/^A, et 8^, le plus grand diviseur de la malrice obtenue en 
supprimant, dans la matrice des a/^/i, les p colonnes qui correspondent aux 
colonnes de || B^, ||. Alors on peut énoncer le 

Théorème X. — Le plus grand diviseur dp est égal à ^* . 

En effet, soient A, A', A", ... les déterminants de ||B|| qui renferment les 
p colonnes de ||B^||. Leur plus grand commun diviseur est dp^ d'après le corol- 
laire II du n" 20. Mais on a d'autre part, d'après le théorème VII, 

A=aD:a, A'=(ô':ô, a'-'-cD^i^, 

CD, CÔ', CO", . . . étant les déterminants de la matrice des a/,* qui correspondent 
aux déterminants A, A', A'', .... Mais il est évident que ces déterminants cô, (D', 
Cô'^, . . . sont précisément ceux dont le plus grand commun diviseur est 8^, d'où 
la relation annoncée. 
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Il faut remarquer pourtant que tous les déterminants de la matrice ||By,|| 
peuvent s'annuler : dp devient indéterminé alors. Mais il est clair que, dans ce cas, 
on a aussi 

en sorte que 8^ devient indéterminé en même temps. Réciproquement, si 8^ 
devient indéterminé, il en est de même de dp. 

Nous avons supposé p <i n^ mais le théorème reste encore vrai dans le cas 
pzrzz n\ on retrouve alors un résultat connu (théorème VII). 

L'énoncé du théorème se simplifie un peu dans le cas 3 = i , et si Ton se rap- 
pelle l'espèce de réciprocité que nous avons signalée dans le n° 5, on verra que, 
dans ce cas, p peut avoir une valeur quelconque plus petite ou plus grande 
que n. 

Systèmes de conf^ruences linéaires, 

22. Etant donné un système de m congrue.nces entre n inconnues 

(i) X/— a/j.r| -h. ..-!-«/.« 3",i =^o (modM), 

on peut en déduire un système équivalent, soit en opérant une substitution de 
déterminant dz i sur les inconnues x^,, x^^ ...^Xn-, soit en remplaçant les m 
congruences données par m combinaisons 

(a) XJ — /?/,t X, ^ /?/,, Xj -^ . . . -h /?/,,« X,„ = o ( mod M ), 

le déterminant des entiers /?/,a étant encore =t i, en sorte qu'on peut exprimer 
réciproquement les X/ par les X^.. 

En étudiant les équations linéaires indéterminées, nous avons employé exclu- 
sivement le premier moyen, la substitution de nouvelles inconnues; mais ce n'est 
qu'en opérant à la fois par les deux méthodes qu'on peut obtenir la plus grande 
simplification possible. 

En multipliant, dans le système (i), les premiers membres par j'j, j^2<. • • • jj'm 
et ajoutant, on obtient la forme bilinéaire 



^ =^^<^i,k^fcyi 



( 






Nous dirons que cette forme bilinéaire correspond au système de congruences 
donné. 
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Une substitution linéaire sur les x^ dans le système (i), conduira à un système 
transformé (i'), et il est clair que la forme bilinéaire qui correspond à ce sys- 
tème (i') s'obtient simplement en cfrectuanl directement la même substitution 
sur les X, dans la forme F. 

D'autre part, si Ton remplace le système (i) par le système (2), on constate 
que la forme bilinéaire correspondante au systrme (2) s'obtient simplement en 
opérant dans la forme F la substitution 

(f — I, a m). 

On voit par là que nous avons à étudier les diflerentcs formes que peul 
prendre la forme F en opérant sur les variables x^y des substitutions de déter- 
minants db I. 



23. Un appelle, en général, forme en Arilbmétique un polynôme liomogène 
de plusieurs indéterminées x, y<, z^ ... à coefficients entiers. Si une telle 
forme F prend une certaine valeur //?, pour certaines valeurs entières des indé- 
terminées, on dit qu'elle représente le nombre m. 

En effectuant dans F la substitution à coefficients entiers 

X = a^x'-^- biy -.- Cj-s'-h. . ., 
y — aix' -\- biy' -\- c^z' -^, . .^ 



on obtiendra une nouvelle forme F', et l'on dit que F renferme F', ou bien 
encore F' est contenue dans F. II est clair que tout nombre m qui peut être 
représenté par F' peut être représenté aussi par F, mais la réciproque n'a pas lieu 
nécessairement. 

Le cas particulier où le déterminant de la substitution que nous venons d'effec- 
tuer est égal à lii I est le plus important. 

On peut alors exprimer réciproquement x', ^, 5', . . comme fonctions 
linéaires à coefficients entiers de x^ y^ z, ... et F est contenue aussi dans F'; on 
dit alors que les formes F et F' sont équivalentes. 

Il est évident que deux formes équivalentes représentent les mêmes nombres. 

Ce qui caractérise une forme F dans ces considérations, ce sont ses coefficients; 
la notation des inconnues, au contraire, n*a aucune importance et l'on peut ainsi 
remplacer dans F' les lettres x\ y ^ z\ ... de nouveau par x, y, 5, . . . 

L'un des problèmes les plus importants qu'on a à résoudre est maintenant le 
suivant : Étant données deux formes F et F', décider si elles sont équivalentes ou 
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non. El, pour compléter l.i solution, il faudra encore trouver, dans le cas où il y a 
équivalence, toutes les substitutions qui transforment F en F'. 

Plus généralement, on peut demander à reconnaître si F' est contenue dans F, 
mais nous nous bornerons ici à ajouter quelques remarques sur les conditions 
d'équivalence seulement. 

Dans certains cas, la solution complète de ce problème se présente sous la 
forme suivante : 

Pour que la forme F soit équivalente à F', il faut et il suffit que Ton ait 

ï|='|» lt=Is) •••> ^k=^'k' 

Ici I|9 I2, . . . , Ia sont certains nombres qui dépendent d^ine manière déter- 
minée des coefficients de la forme F, et I, , I^, . . , I^ dépendent de la même 
façon des coefficients de F'. 

On peut dire alors que I,, la, ..., U forment un système complet d'im^ariants 
de la forme F, et, pour que deux formes soient équivalentes, il faut et il suffit 
qu'elles aient les mêmes invariants. 

On peut étendre facilement ces considérations au cas où la forme F dépend de 
plusieurs séries d'indéterminées, comme cela a lieu pour la forme bilînéaire du 
n" 22. Et l'on peut aussi considérer simultanément plusieurs formes F, G, ... 
qui dépendent des mêmes indéterminées. 

24. Pour en donner immédiatement un exemple, considérons m fonctions 
linéaires 

X/ — flr/,1 Xi -1- rti.j J^j -f- . . . -f- ai^,n^n^m-\ n 

(t = 1, 9., . . ., m), 
et un second système analogue 

(1 — 1,2 m). 

Comment pourra-t-on reconnaître si les deux systèmes sont équivalents ou non, 
c'est-à-dire s'il est possible oui ou non de les transformer l'un dans l'autre par une 
substitution de déterminant dz i? La réponse est ici immédiate d'après les déve- 
loppements du n" 10. En effet, nous savons que, par une substitution de déter- 
minant ih I, on peut transformer les X/ dans les Y, 

Yi = diyi, 

Yf = Pîj^i-^-^iji, 



^m = Pm,0'l-^-- • •-- ?m,m-iym-\-^- ^w^m- 
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OÙ rf|, rfa, . . . , dm sont des nombres posilifs, et 

o^P/,*<rf/ [A-r= I, 2, ..., (i — i]. 

Ces nombres r//, ^/^^^ forment maintenant un système complet d'invariants, el, 
pour que deux systèmes soient équivalents, il faut et il suffit qu'ils admettent les 
mêmes invariants. 

En effet, si les deux systèmes sont équivalents, ils représentent les mêmes 
systèmes de m nombres, et drs lors leurs invariants sont égaux, car nous avons 
remarqué (n** 10) que ces invariants dépendent uniquement des divers systèmes 
de nombres représentés par les formes linéaires. Cette condition de l'égalité des 
invariants est donc nécessaire pour l'équivalence, mais elle est aussi suffisante 
manifestement. 

On voit que la solution a été obtenue ici en transformant les formes linéaires 
X| dans les Y/ qui affectent une forme particulièrement simple. Ce système des 
Y/ pourrait s'appeler un système réduit; il est unique et le même pour tous les 
systèmes équivalents. 

25. Revenons maintenant à la forme bilinéaire 

i —1,9. m 

En opérant sur les x^, Vi des substitutions de déterminants di i, on obtiendra 
une forme équivalente 

Nous allons montrer que, parmi ces formes équivalentes, il yen a toujours une, 
parfaitement déterminée, qui affecte la forme très simple 

et que nous appellerons la forme réduite. Ici ^1,^2, . . . j Cp sont des entiers 
positifs, efg_^ divise e^, et p est tout au plus égal au plus petit des nombres m 
et n. Ensuite on reconnaîtra facilement que la condition nécessaire et suffisante 
pour Téquivalence de deux formes bilinéaires consiste en ce qu'elles admettent la 
même forme réduite. On peut donc considérer les nombres e^^ €2^ . . . , c^ comme 
un système complet d'invariants de la forme bilinéaire F. 
Considérons la matrice 

il«/,;tll ou l'Ail, 



SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 



87 



forniée par les coefficients de F. Nous désignerons par rf| le plus grand commun 
diviseur (pris positivement) des coefficients ai^k') par d^ le plus grand commun 
diviseur des déterminants du second degré tels que 

de même, par c/a le p. g. c. d. des déterminants du troisième degré, etc. 

Si tous les déterminants du degré p ne sont pas nuls, mais si tous les détermi- 
nants du degré /> + i sont nuls, on aura ainsi la suite des p nombres 

et nous supposerons alors dp^k=^ o. Il est clair que dk..\ divise dk et nous posons 



ex = dx, 



''=dx' 



' » 



dp-i 



- 9 



^p-^-k — o. 



Ces nombres e sont des entiers, nous les appellerons déjà les invariants de F; 
nous verrons plus loin que Ck^x divise eh\ p est tout au plus égal au plus petit des 
nombres m ei n. 

Soit maintenant 

«un ou !|A'| 



la matrice formée par les coefficients de la forme F' équivalente à la forme F, et 
d'i^ le p. g. c. d. des déterminants de degré k de cette matrice. Il est clair que tout 
déterminant de degré k de la matrice || .V | est une fonction linéaire et homogène 
de divers déterminants de degré k de la matrice || A ||. Donc d'/^ est nécessairement 
divisible par d^ et tous les déterminants de degré /> -j- i de || A'|| sont nuls. Mais, 
pour la même raison, d^ doit être divisible par d'f^] donc 

d'/c — dic, 

et tous les déterminants du degré p de || A' || ne peuvent pas être nuls. On voit 
par là que les deux formes bilinéaires équivalentes F et F' ont les mômes inva- 
riants e\ , ^2, • . • , Cp. 

L'égalité des invariants est donc une condition nécessaire pour l'équivalence 
de deux formes, qu'elle est aussi une condition suffisante; cela résulte ensuite 
immédiatement de la proposition que nous avons énoncée déjà, d'après laquelle la 
forme F est équivalente à la forme réduite 

En elFet, d'après cela deux formes, dont les invariants sont égaux, sont équlva- 
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lentes à une même forme réduite, et, par conséquent, aussi équivalentes l'une à 
l'autre. 

26. Nous avons à montrer maintenant comment on peut opérer cette réduction 
de F à la forme réduite. Considérons la matrice 

«1,1> «l,î» ^1,8» •••> ^1,/H 
<*1,1> ^l,«» ^«,Sî •••» ^î,/l> 

• •••• ««««f ••■•9 s»*^ ••••• 

ût/n,l> ^m,t> ^/ii,8» •••! ^m,«' 

Par une substitution sur les j:;^, ou peut d'abord réduire la première ligne à 

8|, o, o, ..., o, 

8| étant le p. g. c. d. de a^^^, «i,2, . . ., «i,/i. (Il va sans dire que nous n'em- 
ployons que des substitutions de déterminants =±: i.) 

Si après cela Si divise tous les autres coefficients de la première colonne, on 
pourra, en remplaçant ^i par une expression de la forme 

sans changer ^2, . . . , y^, obtenir une matrice transformée de la forme 

Oi o o ... o 

(A) ^ { 

Mais si S| ne divisait pas les coefficients de la première colonne, on pourrait 
diminuer ce coefficient 8|, et le remplacer par Sa, le p. g. c. d. des coefficients de 
la première colonne, en opérant une substitution sur les y^ et annuler en même 
temps les autres coefficients de la première colonne. Si 82 divise maintenant tous 
les coefficients de la première ligne, on obtiendra encore une matrice de la forme 
(A), en remplaçant X| par une expression 

sans changer ^2? • • •? ^w Au contraire, si 82 ne divise pas ces coefficients, on 
pourra le diminuer encore par une substitution sur les x. Il est clair qu'après un 
nombre fini d'opérations on obtiendra toujours une forme équivalente, dont la 
matrice affecte la forme particulière (A); mais on peut simplifier encore et obtenir 
une matrice (A), dans laquelle 8| divise exactement tous les coefficients bî^/f. 
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En effet, supposons que S, ne divise pas exactement un des coefficients 6/^^. Il 
suffira de remplacer ar/t par ^yt + j?| pour voir paraître ce coefficient bi^k dans la 
première colonne avec 0|. En reprenant alors les opérations de tout à Tlieure, on 
obtiendra un Tableau du type (A), mais dans lequel le coefficient 0| a une valeur 
moindre. On voit donc qu'on j)eut diminuer ce coefficient lant qu'il ne divise pas 
tous les 6/,A, et, après un nombre fini de transformations, on tombera nécessaire- 
ment sur une forme équivalente à F du type suivant 



yt 

• • 
Ym 



^\ 



X-i 



n 



€x O ... O 

Û 63.Î ^3,î • . • ^3,« 
^ f^m.li ^/«,3 • • • ^m,/i 



et dans laquelle le coefficient Cy divise tous les autres coefficients />/,a. 

Et il est clair immédiatement que e^ est le p. g. c. d. des coefficients «/^a- Si 
maintenant les bi^ft ne sont pas tous nuls, on pourra continuer la même réduction 
en opérant seulement sur les variables j^a? • • •, ^w? yi-i . • •? J'm- On obtiendra 
ainsi une forme équivalente 



yt 

• m 

y m 



Xi J?j Xj 



n 



Cx O 



ei 



O 



o 



« C3,3 



O Cm,i ' . 



o 
o 

• • • 

Cm in 



011 €2 fist un multiple de Ci et divise tous les o/^a- 

En continuant ainsi, on obtiendra finalement la forme réduito 



^i^iyi ^- e^Xf^i'^ . . .-f epXf,^,,. 

Puisque ^a i divise ^a, il est immédiatement clair que le p. v^. r. d. des déter- 
minants de degré A* de la matrice correspondante à celle forme réduite est 

e, ej . . . ^A = <h' 

d'où l'on voit que les e^ ont bien les valeurs indiquées précédemment. 

27. Dans la pratique, et s'il s'agil seulement de calculer les invariants, on 
pourra remplacer souvent avec avantage le procédé que nous venons d'indiquer 

IV. — Fac. de r. 12 



9« 
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par le suivunl. Après avoir oblcnii une forme é(|uivalonte 



1 •''i ^i 



J7 



yx 






o 



() 



yi o ^j.2 ^î,3 



'>3,î ^3,5 



>'3 



y*n 



o 



o 

^3./I 



*^ ^//I,l ^//I,3 • • • ^//l,/l 



dans la({uelle 0| ne <ii\ise pas nécessairenienl les 6|,a, on continuera la même 
transformation sur les indélerminées x^- . . ., ^//. Vif • • .. .l'w? .... De celle 
façon, on finira par obtenir une forme é(|uivalente 



0,J:,7, :- 0,J7,j2 



• ^/' •''/' yi 



r;» 



dans laquelle 0|, o^* . . . , o^ sont des nombres positifs, et qu'on pourrait appeler 
une forme normale. Il est clair que le p. ^^ c. d. des déterminants de degré k de 
la matrice correspondante, qui doit être égal à ^//., est ici simplement le p. g. c. d. 
des divers produits A' ù k des nombres 



•in "^i 



0. 



d'où Ton conclut, d'après les explications du Chap. 1 { n"* 8-10), que les inva- 
riants C|, e-iy •••> <^p sont simplement les nombres réduits de 2|, o^, .... o^. 
A^ant ainsi obtenu une forme normale, on en conclut donc sans difficulté les 
invariants. On voit aussi que cette forme normale n'est pas unique comme la 
forme réduite, mais il existe toujours un nombre fini de formes normales équi- 
valentes à une forme donnée F. 

On peut montrer facilement, d'une façon directe, que la forme normale est 
équivalente à la forme réduite. Considérons pour cela une forme 



et posons 



F'= dx\y\ -+- mx\y'^. 



On peut maintenant transformer directement F en F' par les substitutions 






= J.X, 



^-pa-;, ^, = ay.^p>i, 



- VJT 



ï-^l 



2> ' 
037,, 



'-.' 



J'î = ï7i-t- 









3tO — Py =«» 



'^'— rvv' = 



2 



?Y=i. 
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En cfTel, les condi lions du problème sont 

(4) a,a?'-f-5,YÔ' = o, 

(5) Oi pa'-f- OjOy'= o, 

(6) 0,pp'-f-$jOO' = 7W. 

Pour y satisfaire, on prendra, pour a', y', deux nombres premiers enlre eux, 
soumis à cette seule restriction que 

Cela peut se faire évidemment d'une infinité de manières; le plus simple, c'est 
de prendre ct!=y' = i . 

On cherchera ensuite deux nombres a et y qui satisfont à la relation (3), puis 
on prendra 






en sorte que la relation (5) se trouve vérifiée et en même temps la relation (i), 
car 

a6-PY= -* zr-^-^ ='• 



l*ar suite de ces valeurs de ^ et 3, la relation (6) revient à 



> N 



—j-i'^ — p Y ) = '"' 

c'est-à-dire elle rentre dans la formule (2), car OiS-j =^md. Il suffit donc, pour 
achever la solution, de déterminer ^' et 2' par les relations (2) et (4) qui donnent 



Il est clair maintenant que, par une application répétée de la transformation 
que nous venons d'indiquer, on pourra transformer une forme normale 

dans la forme réduite 

28. On peut énoncer le résultat principal que nous venons d'obtenir sous une 
forme un peu différente; mais, pour simplifier, nous supposerons m = n et le 
déterminant | a/,A | différent de zéro, en sorte que p = n. 
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Lu Coriiie biliiiéaire 



/i n 



1 1 

est réductible à la forme réduile 
par les substitutions 

n n 

1 1 

Supposons qu^on ait 

M /t 

1 1 

Si l'on substitue ces valeurs des y] dans F', le coefficient de yi est nécessaire- 
ment égal à X/ : donc 

ou bien 
si l'on pose 

On voit donc que toute substitution 

peut être remplacée par trois substitutions successives, la première (I), de déter- 
minant zt I introduisant les variables ^i, ^2» • • • ? 6/; la seconde affeclant la forme 
particulière (II), tandis que la troisième 

n 
i 

a encore un déterminant égal à di i . 

Il est a peine nécessaire de dire que, dans cet énoncé, on pourrait remplacer 
les invariants ^i, r^" •••? ^^/ par les coefficients Oi, Ô2, ..., o„ d'une forme nor- 
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maie équivalente à F. El le cas p <; n n'apporte non plus une modification; on 
aura seulement alors e^ = o ou 0^ = pour A* >> p. 

Le nombre p que nous avons vu s'introduire dans l'élude de la forme bilînéaire 



F = 



at^kOTkyi 



22: 

(i = I, 2, . . ., m\ 
X- = 1 , 2, . . . , /i / 

s'appelle le rang de la forme bilinéaire ou de la matrice des cii^k- 

Nous dirons quelquefois aussi que ^i, 6»^, . . . , <?p sont les invariants de celle 
matrice. 

29. L'invariant Ck a été défini d'abord par le quotient dk\dk-\ \ M. Smith a 
obtenu encore une autre expression remarquable de cet invariant. 

Considérons un déterminant quelconque du degré k de la matrice. Divisons ce 
déterminant par le p. g. c. d. de ses propres mineurs, soit Ea enfin le p. g. c. d. 
de tous les quotients qu'on obtient ainsi; alors le théorème de M. Smith consiste 
en ce qu'on a 

Ex- = ek- 

Pour éviter toute ambiguïté, ajoutons que, lorsqu'un des déterminants de 
degré k est nul, on doit adopter toujours la valeur zéro pour le quotient obtenu 
en divisant le déterminant par le p. g. c. d. de ses mineurs, même si ces derniers 
étaient tous nuls. 

Il convient du reste, dans ces considérations, de regarder zéro comme le 
p. g. c. d. de plusieurs nombres qui sont tous nuls. C'est seulement avec cette 
convention que le principe du n® 6 (Chap. 1) reste applicable au cas où l'on 
n'exclut pas la valeur zéro pour les nombres «r, fe, c, . . . , /. 

Nous allons démontrer d'abord un cas particulier du théorème de M. Smith. 
Supposons n^m dans la matrice 



^1,1 • • • ^i,/i 



= Il A II, 



nous ferons voir que E;„= em= d,n ! dm-\* Nous pouvons supposer que rf„, n'est 
pas nul, car on aurait, dans le cas contraire, E„i=e,w=o, et l'on peut écrire 

{voir n" 9) 

A|| = ||B|ix||G||, 



Il B|| étant une matrice du type m x m, || C || une matrice du même type que || A|| 
dont le plus grand diviseur est l'unité. On reconnaît aisément que les matrices || A 



<)'• 



T.-J. STIELTJKS. 



et II B|| ont les ine'mcs invariants, car la forme hilinéairc de X| , . . ., x,,, j'i, . . . , 
y^i^ dont la matrice est || Bjj complétée par n — m colonnes de zéros, est équi- 
valente à la forme bilinéaire dont la matrice est || A ||. Nous savons de plus qu'on 
peut écrire 

^1 



on II 






B 



/< ' X 



I , donc 



Wii 



\ll = 



o o 



o e^ o 



o o o 



o 



o 



m 



e\ 


o 


o 


• • • 


o 


1 

o 


^i 


• 


• • • 


o 


• 


• 


• 


• • • 


o 


o 


o 


o 


• • • 


en 



xlkll, 



x||D||, 



Il D II =:= Il t^ Il X I G II étant une matrice du type /// x n dont le plus grand diviseur 
est Tunité. 

Si Ton considère les divers déterminants du degré m — i de || A || qui ren- 
ferment m — I colonnes données de cette matrice, on constate que le p. g. c. d. 
de ces déterminants ne change pas si Ton multiplie la matrice par || u ||~ *. On en 
conclut que le nombre E;,, est le même pour les deux matrices 

Il A 11 et ||,/|Mx|'A||; 
il suffira donc de prouver Tégalité ^m'=^- Cm dans le cas de la matrice 



Cl o o ... o 



o ^j o ... 



o 



o o « ... e 



m 



X lin II, 



obtenue en multipliant par ^1,^2, . . . , Pm les m lignes de || D 

Soient II B| II, Il 82 1|, ... les diverses matrices du t}pe m x m contenues dans 
D II; 8|, 82» • • • leurs déterminants; ^'\ le p. g. c. d. des mineurs de || B/ 1| qui 

ne renferment pas la dernière ligne; en sorte que ~ est entier. Enfin, désignons 

par mi le quotient obtenu en divisant le déterminant de 



(1) 



e\ o o 



o e^ o 



o 



o 



x||e,|| 



000 



m 
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par le p. g. c. d. de ses mineurs; il s'ensuivra 

Mais il est clair que le p. g. c. d. des mineurs de (i) est divisible par 
(U ^2 . . . e,„_i = dfn-\-i et, d'autre part, ce p. g. c. d. est un diviseur de rfm-i x Wi 
(car dm-sX^i est le p. g. c. d. des mineurs qui ne renferment pas la dernière 

ligne). Donc, xsi divise em%i et est divisible par "L = -^' On a donc nécessai- 
rement 



\ «1 3tï / 



et, d'autre part, e,n est le p. g. c. d. des nombres eni^{=^ ^i^i 



(nr, pi, nT,p,, . . .) = e 



//!• 



Le nombre E,w= (t«J|, nja, . . •) doit donc être un multiple de N x em et un 
diviseur de e„t, ce qui exige 

N = I , E,„ = em- c. o. F. D. 

A l'aide de ce cas particulier, il est facile d'arriver au théorème général. 

Si, dans une matrice quelconque du type m x riy on se propose de calculer le 
nombre E^, on peut commencer par choisir A* colonnes verticales, puis diviser 
chacun des déterminants du degré k de cette matrice partielle du type m x k 
(m^k) par le p. g. c. d. de ses propres mineurs. Soit X/ le p. g. c. d. des 
quotients ainsi obtenus; alors, d'après ce que nous venons de voir, X/ est le 
^icmc invariant de la matrice partielle. Par conséquent, X, ne changera pas en 
eOectuant sury^^ . , . , r^ une substitution de déterminant rb i . Mais E^ est évi- 
demment le p. g. c. d. des divers nombres X|, ^2» • • • correspondant aux divers 
groupes de k colonnes; donc E* ne change pas par cette substitution sur j^,, 
yi'i • • • î Jm- Par le même raisonnement, on voit que E^ ne change pas en effec- 
tuant sur les Xij ..., Xn une substitution de déterminant lii i . E;^ est donc le 
même pour toutes les formes équivalentes à F et, en considérant la forme réduite 
ou une forme normale, on constate que Ea= e*. 

30. La nouvelle expression des invariants conduit à plusieurs conséquences 
importantes. Soient 

les invariants d'une matrice ||^i,a|| ou || A||. Supprimons dans {|A|| une colonne ou 






p 



i-\»* i.V' t.^1 j'' r, • -,:«.• \ ^ .ii:i r*\^ 1..1-. I-,* '3. i»- -^r ::;4r 



j 
I 






* 
*' 








'1.- 


F. 0, 


d, = P. 


< = p* >•;?» 




'1, : 


F» : 0,-: . 


</*-: = P*-: 


<^t-:= Pt-t-^Q*-: 


4/»tk/ 
















Pt- >Oi. \P. 


P*->< ^ Pi ^. 


4*-. Ui*:*n>' 











./, , _ , p^_, 



-!^:i^^>) 



Vu$u^u* 






=^ e^:ek 



dk ' dk-i 

#r*l ^.îtiU'j, îl /'fi cM de même de 

-/ : -j^-i =ef^:ei. c. 0. F. D. 

dk dk-i 

Il #r«»t r;»f:il#; wniuleustni rrélablir les conditions nécessaires el suffisantes pour 
t\uUit9t' forme bilin/'airrr 

«i/iît «:riril«;iMJi; dMri.«> uue forni/f 

/i 
1 

n 
t 

lr<i dnix KiiliHliiulioiiH (jui iransforincnt F en G. On reconnaît d'abord que le rang 



Km ettei, Hoiirnt 
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de G ne pcul pas surpasser le rang de F, car un déterminant quelconque de la 
matrice || 6/^a || est une fonction linéaire et homogène des déterminants de || Ui^k ||. 
Chacune des substilutions qui transforment F en G peul être remplacée par une 
suite de trois substitutions comme au n"î28. Les subslitulionsde déterminants ±: i 
ne changent pas les invariants, mais une substitution telle que 

a évidemment pour effet de multiplier les invariants par certains nombres entiers. 
Les invariants de G sont donc divisibles par les invariants correspondants de F. 
On reconnaît facilement que cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante. 

Théorèmr XL — Pour qu'une forme bilinéaire G soit contenue dans la 
forme F, il faut et il suffît que le rang de G ne surpasse pas le rang de F, et 
que les in \'a riants de G soient divisibles par les invariants correspondants de F. 

Ce résultat comprend aussi le cas de l'équivalence. 

31. Considérons maintenant les systèmes de congruences linéaires 



(I) 



( a/j Xx -4- ai^tn -H ... -4- nt^n^n -= Ui ( mo<l M ) 
( (1 = 1,9. n). 



Désignons par 



€,= 



di 



-/ 



11 

0/-1 



( / = I . a w ) 



les invariants de la matrice du système et ceux de la matrice complétée. Nous 
supposons que d^ ne soit pas nul. 

Posons 

= (\L <?/). Yi = (M, £/), 



\jt — C\ ^'j . . . C*/; . 



I' — ViYi. ■ -Y'" 



alors on peut énoncer 

Théorème XI L— Pour que le systrme (I) admette des solutions, il faut et il 
suffit quon ait 



C ^- \\ 



Si cette condition est satisfaite, le nombre des solutions est exactement — C. 

Ln effet, d'après le théorème VIII, le système (I) admettra des solutions seule- 
ment dans le cas où les plus grands diviseurs des deux matrices 



IV. — 



' 


iM 


o 


o 


• • • 


o 


^1.1 


• • • 


«i./i 




o 


iM 


() 


• • • 


o 


rts,i 


• • • 


«^ï,/i 




• 


• • 


• 


• • • 


m 


• • • 


• • • 


• • • • 







<) 


o 


• • • 


INI 


^/i,i 


• • • 


^n.n 


Fac. de T. 
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et 

M O O ... O </|.i ... Oi.n "l 

I 

O M o ... o ÛTj.i . . . Ctj,« Wj 'j 
<} o o ... .M (In.i • • • ^n,n ^n ! 

sont é^aiix. 

Mais le premier de ces nombres est évidemment égal à 

—■( M", M'»-^ ei. M" '^1^2 . . . Mciei . . . ^«-i-^i^i . . . e„) 
— i M , ei } X ( .M , ej I X . . . X ( M. <?„ ) = C. 

et le second de ces nombres est pour la même raison --^ P. La première partie du 
lliéorènie est ainsi démontrée. Pour obtenir le nombre des solutions dans le cas 
i]z^ \\ il suffit de se rappeler que, par une substitution de déterminant zr: i 



!"■ 



1 

et, en remplaçant les équations (I) par des combinaisons convenables, on peut ob- 
tenir un système équivalent de la forme 

e,Vf=^ fi ( mod M ). 

Or le nombre des solutions de ce dernier système est évidemment 

( M . Pi ; X ( M, Tj ) X ... X (y\,e„) = C . 

Il est à remarquer que v/= (M, £/) divise Ci-n (M, e/), car s/ divise ^/. La con- 
dition C ^rz V exige donc qu'on ait 

Ci— Y^ (1 = 1, •>., /n. 

32. On pciit donner au tbéorèmc XII une autre forme en supposant décom- 
posé en facteurs premiers le module M. 

Soient [JL, <7a, ^a I<^s exposants des plus liantes puissances d*un nombre premier /^ 
(pii divisent respectivement M, dff, o^. Alors on a 

(I) a„- nn-i^cin i- nn-ià' "^^l- «*0j 

(7) a„ - a,|_.,.>a„-, — a„_j2'. . .Va, — ao, 

(4 » (tA — ajt là^A— 3tx~i, 
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car nous savons que les rapports 

sont des entiers. 
La condition 

devient maintenant pour chaque nombre premier/? qui divise M 

Supposons que, dans la série (2), le premier terme plus petit que jjLSoita, — a<,_i; 
alors la relation (5), qui exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les 
congruences admettent une solution pour le module />!*, devient 

et le nombre des solutions est alors /?*»"*"^" ^'^l^. C'est ce que l'on trouvera par une 
discussion facile en s'aidant des inégalités (1), (2), (3), (4). 

D'après cela, si l'on avait jjl >• a^ — a,i_i, la condition devient a,^ = « „ et le 
nombre des solutions esty?^*». Ainsi, dans ce cas, il suffirait de calculer rf« et ô„. 

On voit facilement que si, dans la série 

Gf, — a^ est le premier terme égal à zéro, p^k^r^k^ est la plus haute puissance de/? 
pour laquelle, comme module, le système des congruences admet des solutions. 

C'est seulement pour préciser les idées que nous avons supposé au n** 31 que le 
déterminant du du système (1) n'était pas nul. 

Et aussi, à proprement parler, ce n'est pas là une restriction, car, en ajoutant 
des multiples de M aux coefficients, on peut toujours faire en sorte qu'il en soit 
ainsi. 

Mais la plus légère attention suffit pour reconnaître que le théorème XII est 
général et reste vrai même dans le cas où l'on aurait rf^+i ^ o, à condition seule- 
ment de se conformera notre convention de prendre dans ce cas 

Cp+x = Cp^x = . . . = e/j = o, 
et de même pour les invariants de la matrice complétée. 
33. Considérons maintenant le système 

(z = I, 2, ..., n). 
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Désignons comme au n" 31 par 

di 8/ 

ei = -j — , £/ = 3 — 

a/--i o/_i 

les invariants de la matrice et de la matrice complétée, puis posons 

vi = C\ Cj ... C/i j 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait des solutions est alors en- 
core 

G = r, 

mais le nombre des solutions est G x M*". En effet, on obtient un sjstème 
équivalent 

eis>i^fi (inodM), 
t = 1, 2, . . ., n 

et i'//+i, i'//+2î • • •, i'«+m restent arbitraires. 

34. Soit enfin le système 

(* = I, 'i, .... n -h m), 



et désignons toujours par 



dt f . . 

tf/= -j (t = 1, 2, . . ., /l), 



les invariants de la matrice et de la matrice complétée. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait des solutions s'obtient à 
Taide du théorème VIII sous la forme 

( =(M«-^«s M'*-^"»-»o,, M«-^'«-«8„ ..., M^'-iSfl^,,) 
ou, après une réduction facile, 

( M X ( M, ei ) X (M, c,) X. . .X (M, c«) 



\ a) 



( = (M, 8,) x(M, st) X.. .X (M, e«+i). 
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Mais, puisque (M, *a) divise (M, eA), on a nécessairement 
(I) £rt-Hi = o (modM). 

Par conséquent M'"o„ divise M'"~*5„^|, et au lieu de (a) on peut écrire 

ce qui revient encore à 

Ci) G-r, 

si l'on pose comme précédemment 

G = (M, 6»!) X (M, Cl) X. .x(M, tf„), 
r = (M. Si) X (M, et) X. . .X (M, ê,i). 

Pour qu'il y ait des solutions, les conditions (i) et (2) sont nécessaires et suffi- 
santes. Le nombre des conditions s'obtient sans difficulté ; il est égal à C. 

35. Les méthodes développées à partir du n" ffî permettent de retrouver avec 
facilité la plupart des résultats obtenus dans la première Partie de ce Chapitre. 
Nous nous bornerons à déduire de cette façon le théorème VIII sous une forme 
plus générale. Considérons donc les équations non homogènes 

( I = 1, a, . . , m) 

sans faire aucune hypothèse sur m et n. Soient || A. || et || A' || la matrice du système 
et la matrice complétée. Si l'on prend k des m équations et que l'on considère 
tous les déterminants du degré k qu'on peut former avec leurs coefficients, ces 
déterminants appartiennent en partie à la matrice || A'||. Mais, si le système (I) 
admet une solution, on pourra remplacer les «/,/i+f par leurs valeurs 

en sorte que chaque déterminant de || A'|| s'exprime en fonction linéaire homo- 
gène des déterminants de || A|{. Dans tous les k équations, le p. g. c. d. des dé- 
lerminants de || A|| est donc égal au p. g. c. d. des déterminants de || A' ||. D'où 
l'on conclut que le p. g. c. d. de tous les déterminants du degré k est le même 
pour les deux matrices || A|| et || A'||. Ce sont là des conditions nécessaires pour 
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*jijc U'. •>\-ilêiii#; • I; in\nictie de» solution». Mais ce» conditions ne sont pas toutes 
ind/;pendante», eomrne cela résulte du théorème suivant : 

Ttii.ottf.MK XIII. — Pour que le système ( I » admette une ou plusieurs solu- 
litfiis, il faut et il suffit que le ran^ p de \^ A :| soit égal au rang de \\ A' ![, et 
que le p. ^. c. d. des déterminants du degré p soit le même pour les matrices 

i|Ai.>v;;A'i.-. 

Nous a\on*» a démontrer seulement (jue ces conditions sont suffisantes. Or, par 
une suhstitution 



n 



1 

(ri en lemplaeant les é'quations (I) par des combinaisons convenables, on peut ob- 
t(*nir un système absolument équivalent 

i 1'.\ V\ -t Ui — <*, eji'j H- Mj — o, .... epV p-r- Up = o. 

(Il; 

Dans cette transformation les ranf»;s de || A || et de || A' || se conservent, de même 
(pu; les |). ^, c. d. des déterminants du degré A*. Puisqu'on suppose que le rang 
de II A' I ehi =/>, les déterminants du degré/; + i 

doivent s'annuler; donc 

('(! (pii montre <pie les <'(piations (II) ne sont pas incompatibles. De plus, les dé- 
terminants du degré /> de; la matrice || A'|| transformée 

<'i t'j . . . fp, Ml t'jt'3 . . . t',,, t'i «jt'a . . . «/,, .... e\e%. , , Cp^iUp 

doivent être divisibles par t'i t'a ... <'^. Donc Us^u^^ - * * ^Up sont divisibles par 

<»,, Cj ep respectivement, en sorte que les équations (II) sont satisfaites par 

des vubuirs entières de Ci, v^t • • '^ *>• c. q. f. d. 

La plupart des résultats de ce Chapitre sont dus à M. Smith; un seul, le théo- 
rème VIII avait été obtenu antérieurement par M. I. Heger. Le même sujet a été 
repris ensuite par M. Frobenius (]ui a introduit la forme bilinéaire. Le Mémoire 
de M. Frobenius contient encore d'autres applications intéressantes à la théorie 
algébrique des formes bilinëaires. 
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47, a, «*n remontant, . 

48, 6, en descendant» ' au lieu de Smylh, lisez : Smith. 
72, 7, en descendant, ) 



TABLE DES MATIÈRES 



M TOME Ol VTRIÈME, 



rac<s. 



Sur de nouvelles fonctions harmoniques à trois variables analogues 

au\ fonctions thrtafuclisiennes: par M. .1'. Sioujf A. 5 à \ . lo 

Sur la classification des corps simples par la loi périodique : par 

M. P. 5a^7//Vr B. , à H. , i 



hes principes fonJamentau\ de rUvdrostatique; par M. /*. Du/iem, . C 

Sur un svstéme de courbes ortlioçonales et homoftH^ales ; par M. I. 

Le:zoux H . 

Remarque sur un point de la théorie des fondions elliptiques: par 

M. G. Kœn t^< V. . 

Sur la théorie des sphères osculatrices à une courbe : par M. 1'. Jiimet. F . 



Sur les polynômes de Lesendre; par M. T.-J. Sttdijes 



i; 



Sur une classe de polynômes à deu\ variables et le calcul approché 
des intégrales doubles: par M. P, Appell 11. 

Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce; par 
M. Ilermite I . 

Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce: par 
M. T.-J, Stieitjes J . 

Sur les formules générales de la Mécanique céleste: par M. //. An- 
do ver K . 

Sur les coniques inscrites à une quartique; par M. G, Humbert L . 

Sur les invariants des équations différentielles linéaires; par M. Tabbé 
liii'ereau M . 

Sur le déplacement de l'équilibre; par M. P, Duhem N. 



Sur Tétude d'un courbe algébrique dans le voisinage d'un de ses 

points ; par M. E, Cosserat 

IV. — Fac, de T, 



o 



al.. ,"» » 

a n.- 

à K. i 
à l .S 
a t « . 1 7 

à ll.^it 

à 1 . i<» 

à J . iik 

a K.,-».» 
à L.S 

à M.r> 

à N.j) 
à 0.i(> 



I 



lo6 TABLE DES MATIÈRES. 

Pages. 
Sur certains groupes fuchsiens formés avec les racines d'équations 

binômes ; par M. X. Stouff F . i à F . ao 

» 

Théorie analytique du logarithme népérien et de la fonction expo- 
nentielle ; par M. Ch, Méray (^) . i à Q . 35 



ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE. 
Sur la théorie des nombres; par M. T.-J, Stieltjes i à io3 



FL\ DU TOME QUATRIÈME. 



ifitiM l'AniS. - IMlMilMKHIK GAUTIIIEU-VILI.AHH Kf Kll.S. 

(Jiiai dos Grands-AiiKUstiiis, 65. 



STORAGE AREA 



STANFORD UNIVERStTY LIBRARIES 

STANFORD AUXILIARY IIBRARY 

STANFORD, CAtlFORNIA 94305-6004 

|415) 723-920i 

Ail booki may be recolled ofter 7 doys 

_ DATE DUE 



# 






u 



